
1. 抄写学习“9月27日讲稿-1，P7-P9”的“聚点定理及其证明”。（P9页第三行那句有误，需改！）

2. 抄写学习“9月27日讲稿-1，P12-P20”的“闭集套定理及其证明”。

​ ​

三、聚点定理：设E ⊂ R 为有界集，且E是无限集，那么E至少有一个聚点；n

所谓E是有界集，是指：∃M > 0,使∀ ∈ E, ∥ ∥ ≤ Mx x

​ ​

证明：由于E ⊂ R 是无限集，我们可以找到各项互异的点列{x ​} ​ ⊂ En
k n=1

∞

而E是有界集，于是{ ​} ​有界；x ​k n=1
∞

据凝聚定理，{ ​} ​有一个收敛的子列；x ​k n=1
∞

记该子列为{ ​}并设 ​ ​ = ;x ​k ​ℓ
ℓ→∞
lim x ​k ​ℓ a

那么由于{ ​}各项互异，从而x ​k

{ ​}各项互异，从而∀ℓ ∈ N , ​ = ;（实在是不知道哪里有误）x ​k ​ℓ
+ x ​k ​ℓ  a

于是据聚点的等价定义之一，可见 是E的聚点。a

​ ​

四、闭集套定理：
为此，我们需要定义R 中非空集的直径：n

设E ⊂ R ，我们记d(E) := sup{∥ − ​∥}（当然，这里允许 sup为+ ∞）n x y

闭集套定理：
设{D ​} ​是R 中的一列非空有界闭集，满足：k k=1

∞ n

(i)∀k ∈ N ,D ​ ⊂ D ​;+
k+1 k

(ii) ​d(D ​) = 0
k→∞
lim k

那么∃! ∈ R ，满足∀k ∈ N , ∈ D ​a n + a k



3. 抄写学习“9月27日讲稿-1，P21及P27-35”的“有限覆盖定理”及其证明。

​ ​

证明：对每个k ∈ N ，任取定某 ​ ∈ D ​，+ x ​k k

于是得到点列{ ​} ​ ⊂ D ​, { } ​ ⊂ D ​, …x ​k k=1
∞

1 xk k=2
∞

2

即∀ℓ ∈ N , { ​} ​ ⊂ D ​

+ x ​k k=ℓ
∞

ℓ

于是，∀k, ℓ ∈ N (如果k ⩽ ℓ)+

那么 ​ ∈ D ​, ​ ∈ D ​ ⊂ D ​x ​k k x ​ℓ ℓ k

从而∥ ​ − ​∥ ⩽ sup{∥ − ​∥ ​  , ​ ∈ D ​} = d(D ​)x ​k x ​ℓ x y x y k k

由于 ​d(D ​) = 0,于是对任给定的ε > 0, ∃某K ∈ N ，使
k→∞
lim k

+

∀k ∈ N ，只要k > K,就有∣d(D ​)∣ = d(D ​) < ε+
k k

从而∀k, ℓ ∈ N ,只要k > K, ℓ ⩾ k > K,就有+

∥ ​ − ​∥ ⩽ d(D ​) < εx ​k x ​ℓ k

这说明{ ​}是柯西列x ​k

据柯西准则，可知有某 ∈ R ,使 ​ ​ =a n

n→∞
lim x ​k a

由于{ ​} ​ ⊂ D ​,D ​是R 中的闭集，所以x ​k k=1
∞

1 1
n

作为D ​的聚点，必有 ∈ D ​a 1 a 1

同样，对每个ℓ ∈ N ，{ ​} ​ ⊂ D ​

+ x ​k k=ℓ
∞

ℓ

该点列{ ​} ​同样收敛到x ​k k=ℓ
∞ a

同样由于D ​是R 中的闭集， 作为D ​的聚点必有 ∈ D ​ℓ
n a ℓ a ℓ

于是我们证得了：

∃ ∈ R ,使∀ℓ ∈ N , ∈ D ​a n + a ℓ

最后说明上述这样的 是唯一的a

用反证法，假设另有 ∈ R , = ,满足∀ℓ ∈ N , ∈ D ​b n b  a + b ℓ

我们记α = ∥ − ∥,那么α > 0b a

由于 ​d(D ​) = 0,对此α > 0,
k→∞
lim k

∃某k ​ ∈ N ，使d(D ​) < α0
+

k ​0

但由于 , ∈ D ​，又有α = ∥ − ∥ ⩽ d(D ​) < α，矛盾a b k ​0 a b k ​0

​ ​

五、有限覆盖定理：

设D ⊂ R 是一个有界闭集，{A ​} ​是一族R 中的开集，满足D ⊂ ​A ​，n
j j∈J

n

j∈J
⋃ j

那么存在J的某有限子集K，使D ⊂ ​A ​

j∈K
⋃ j



法 由 的有 闭集



​ ​

证明：用反证法，由于D是R 的有界闭集，n

可寻找某Q := [a ​, b ​] × [a ​, b ​] × ⋯ × [a ​, b ​]1 1 2 2 n n

使D ⊂ Q,记 = (a ​, … a ​), = (b ​, … b ​), d(Q) = ∥ − ∥a 1 n b 1 n a b

假设：∀K ⊂ J,如果K是有限集，那么D ⊂
​A ​

j∈K
⋃ j

那么存在Q的二分子闭矩体Q ​，使1

∀K ⊂ J，如果K是有限集，那么D ∩ Q ​
⊂

​A ​1 
j∈K
⋃ j

于是存在Q ​的二分子闭矩体Q ​，使1 2

∀K ⊂ J，如果K是有限集，那么D ∩ Q ​ ⊂ ​A ​2 
j∈K
⋃ j

⋯

一般地，得Q ​的二分子闭矩体Q ​，使k−1 k

∀K ⊂ J，如果K是有限集，那么D ∩ Q ​ ⊂ ​A ​k 
j∈K
⋃ j

这样得到闭集套{D ∩ Q ​} ​，满足∀k ∈ N ,D ∩ Q ​ ⊂ D ∩ Q ​k k=1
∞ +

k+1 k

且d(D ∩ Q ​) ⩽ d(Q ​) = ​∥ − ∥ ​ 0k k 2k
1

a b
k→∞

于是存在唯一的 ∈ Rc n

使∀k ∈ N , ∈ D ∩ Q ​

+ c k

但 ∈ D ⊂ A ​c

j∈J
⋃ j

于是存在某 ​ ∈ J，使 ∈ A ​j
~

c
​j

~

由A ​是R 中的开集, ∃某 > 0,使 ∈ B( , ) ⊂ A ​

​j
~ n δ

~
c c δ

~
​j

~

注意到∀ = (x ​, …x ​) ⊂ Rx 1 n
n

如果∣x ​ − c ​∣ < ​ , ∣x ​ − c ​∣ < ​ , ⋯ , ∣x ​ − c ​∣ < ​1 1
​n

1
δ
~

2 2
​n

1
δ
~

n n
​n

1
δ
~

那么 ∈ B( , )x c δ
~

于是对 ​ > 0，由于
2 ​n

1
δ
~

d(D ∩ Q ​) = ​∥ − ∥ ​ 0k 2k
1

a b
k→∞

可找到某k ​ ∈ N ，使d(D ∩ Q ​) < ​0
+

k ​0 2 ​n

1
δ
~

从而D ∩ Q ​ ⊂ B( , ) ⊂ A ​k ​0 c δ
~

​j
~

记 = { } 那么K是有限集K~ j
~



4. 抄写学习“9月27日讲稿-2，P10-P14”的“有界闭集上连续函数必有界”的证明。

5. 抄写学习“9月27日讲稿-2，P15-P19”的“有界闭集上连续函数必能取得最大、最小值”的证明。

记 = { ​}，那么K是有限集K j

但D ∩ Q ​ ⊂ A ​ = ​A ​k ​0
​j

~

j∈K
⋃ j

产生矛盾。

​ ​

定理（有界闭集上连续函数的有界性）
设D ⊂ R 非空，有界且是R 的闭集n n

那么f : D → R在D上有界

也即f(D) = {f( )  ​  ∈ D}是R中有界集x x

也即：∃M > 0,使∀ ∈ D, ∣f( )∣ ⩽Mx x

​ ​

证明：用反证法，假设结论不成立
那么对每个k ∈ N ，及M ​ := k，+

k

都有某 ​ ∈ D，使∣f( )∣ ⩾M ​ = kx ​k xk k

于是{ ​} ⊂ D，而D是有界集x ​k

据布尔扎诺−魏尔斯特拉斯定理

存在{ ​}的某子列{ ​}及某 ∈ R ，使 ​ ​ =x ​k x ​k ​ℓ a n

ℓ→∞
lim x ​k ​ℓ a

由于D是闭集，{ ​} ⊂ D，可见 ∈ Dx ​k ​ℓ a

可见 ​f( ​) = f( )
ℓ→∞
lim x ​k ​ℓ a

而另一方面，由∀ℓ ∈ N , ∣f( ​)∣ ⩾ k ​ ⩾ ℓ+ x ​k ​ℓ ℓ

可见 ​f( ​) = ∞，矛盾
ℓ→∞
lim x ​k ​ℓ

有 闭集



6. 抄写学习“9月27日讲稿-2，P29-P36”的“有界闭集上连续函数必定一致连续”的证明。

​ ​

证明：设D ⊂ R 是有界闭集n

据定理一，设f : D → R是D上连续函数，那么f在D上有界

因此记M := sup{f( )  ​ x ∈ D}x

我们来证，存在某 ​ ∈ D,使f( ​) = Mx ​0 x ​0

用反证法，假设结论不成立

那么∀ ∈ D, f( ) < Mx x

那么可定义g : D → R如下：

∀x ∈ D, g( ) = ​x
M − f( )x

1

于是由连续的点列式等价定义，g( )在D上连续x

于是g( )在D上有上界，记为K > 0x

于是∀ ∈ D, ​ ⩽ Kx
M − f( )x

1

于是∀ ∈ D,M − f( ) ⩾ ​x x
K

1

于是∀ ∈ D, f( ) ⩽M − ​ < Mx x
K

1

这与M = sup{f( )  ​  ∈ D}矛盾x x

同理可证，有某 ​ ∈ D，y ​0

使f( ​) = inf{f( )  ​ x ∈ D}y ​0 x

​ ​

定理：（有界闭集上连续函数的一致连续性）
设D ⊂ R 非空，D是有界的闭集，n

如果f : D → R在D上连续，那么f在D上一致连续



7. 参照课本P75-P76及“9月27日讲稿-2，P23-P24”，写出讲稿-2，P23之事实一，也即“多元函数一致
连续的点列式刻画”的详细证明。

​ ​

证明：假设结论不成立，那么有某ε ​ > 0，及{ ​}, { ​}，0 x ​k y ​k

虽然 ​∥ ​ − ​∥ = 0，
k→∞
lim x ​k y ​k

但对∀k ∈ N , ​f( ​) − f( ​) ​ ⩾ ε ​

+ x ​k y ​k 0

由于{ ​} ⊂ D，故{ ​}有界x ​k x ​k

从而由致密性定理，可知{ ​}有某收敛点列{ ​}，x ​k x ​k ​ℓ

记 ​ ​ = ​

ℓ→∞
lim x ​k ​ℓ x ​0

由于D是闭集，可见 ​ ∈ Dx ​0

另外，∀ℓ ∈ N , ​ ​ − ​ ​

+ y ​k ​ℓ x ​0

= ​ ​ − ​ + ​ − ​ ​ ⩽ ​ ​ − ​ ​ + ​ ​ − ​ ​y ​k ​ℓ x ​k ​ℓ x ​k ​ℓ x ​0 y ​k ​ℓ x ​k ​ℓ x ​k ​ℓ x ​0

可见
​ ​ ​ − ​ ​

= 0，也即
ℓ→∞
lim y ​k ​ℓ x ​0

​ ​ = ​

ℓ→∞
lim y ​k ​ℓ x ​0

注意到∀ℓ ∈ N , ε ​ ⩽ ​f( ​) − f( ​) ​

+
0 x ​k ​ℓ y ​k ​ℓ

而由f在 ​处连续性， ​f( ​) = f( ​) = ​f( ​)x ​0
ℓ→∞
lim x ​k ​ℓ x ​0

ℓ→∞
lim y ​k ​ℓ

可见有某 ∈ N ，使ℓ~ +

​f( ​) − f( ​) ​ < ​, ​f( ​) − f( ​) ​ < ​x ​k ​ℓ
~ x ​0 2

ε ​0
y ​k ​ℓ

~ x ​0 2
ε ​0

从而 ​f( ​) − f( ​) ​ < ε ​x ​k ​ℓ
~ y ​k ​ℓ

~ 0

于是ε ​ ⩽ ​f( ​) − f( ​) ​ < ε ​0 x ​k ​ℓ
~ y ​k ​ℓ

~ 0

于是1 < 1，矛盾

​ ​

函数f : D → R,D ⊂ R ，试证f在D上一致连续的充要条件为：n

对任何点列{ ​}, { ​} ⊂ D，若 ​ ​ ​ − ​ ​ = 0，则x ​k y ​k
n→∞
lim x ​k y ​k

​[f( ​) − f( ​)] = 0
n→∞
lim x ​k y ​k

必 性 若 在 致连续



​ ​

证明：必要性 若f在D上一致连续，则∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0,

∀ ​, ​ ∈ D, ​ ​ − ​ ​ < δ，则 ​f( ​) − f( ​) ​ < εx ​k y ​k x ​k y ​k x ​k y ​k

设D上两个点列{ ​}, { ​}，满足 ​ ​ ​ − ​ ​ = 0，x ​k y ​k
n→∞
lim x ​k y ​k

于是对上述δ > 0, ∃N > 0, ∀k > N , ​ − ​ ​ < δxk y ​k

由一致连续性条件，有 ​f( ​) − f( ​) ​ < εx ​k y ​k

即 ​[f( ​) − f( ​)] = 0
k→∞
lim x ​k y ​k

充分性 设对D上任意两个点列{ ​}与{ ​}，x ​k y ​k

若 ​ ​ ​ − ​ ​ = 0，则有 ​[f( ​) − f( ​)] = 0
k→∞
lim x ​k y ​k

k→∞
lim x ​k y ​k

现证f在D上一致连续
用反证法，若f在D上不一致连续，则

∃ε ​ > 0, ∀δ > 0, ∃ , ,满足 ​ − ​ ​ < δ，但有 ​f( − ​) ​ ⩾ ε ​0 x y x y x y 0

取δ ​ = 1, ∃ ​, ​ ∈ D, ​ ​ − ​ ​ < 1，有 ​f( ​) − f( ​) ​ ⩾ ε ​1 x ​1 y ​1 x ​1 x ​2 x ​1 x ​2 0

取δ ​ = 2, ∃ ​, ​ ∈ D, ​ ​ − ​ ​ < ​，有 ​f( ​) − f( ​) ​ ⩾ ε ​2 x ​2 y ​2 x ​2 y ​2 2
1

x ​2 y ​2 0

⋯⋯⋯⋯

取δ ​ = ​, ∃ ​, ​ ∈ D, ​ − ​ ​ < ​，有 ​f( ​) − f( ​) ​ ⩾ ε ​k
k

1
x ​k y ​k x ​k y ​k

k

1
x ​k y ​k 0

⋯⋯⋯⋯

于是 ​ ​ ​ − ​ ​ = 0，但是 ​[f( ​) − f( ​)] = 0，
k→∞
lim x ​k y ​k

k→∞
lim x ​k y ​k 

与所设条件矛盾
所以f在D上一致连续


