
第一章 单元作业 4

1. 若二维离散型随机变量 (X,Y ) 有联合分布列如下：
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求 X 与 Y 的边际分布列。

解 :

X 和 Y 的边际分布列分别为
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2. 设随机变量 (X,Y ) 的概率密度函数为

p(x, y) =

3x, 若0 < y < x < 1;

0, 其他.

求 X 与 Y 的边际概率密度函数，并判断 X 与 Y 是否互相独立。

解 :

pX(x) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dy =


∫ x

0
3xdy, 0 ⩽ x ⩽ 1

0, x < 0或x > 1

=

3x2, 0 ⩽ x ⩽ 1

0, x < 0或x > 1

1
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pY (y) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dx =


∫ 1

y
3xdx, 0 ⩽ y ⩽ 1

0, x < 0或x > 1

=

 3
2
− 3

2
y2, 0 ⩽ y ⩽ 1

0, y < 0或y > 1

p(1, 1) = 3, pX(1) = 3, pY (1) = 0，于是 p(1, 1) ̸= pX(1) · pY (1)，所以 X 和 Y 互相不独立。

3. 设随机变量 X 与 Y 相互独立，且 X 服从均匀分布 U(0, 1)，Y 服从指数分布 Exp(1)。求

(1) (X,Y ) 的联合概率密度函数 p(x, y)；

解 :

pX(x) =

1, x ∈ [0, 1]

0, x < 0或x > 1
pY (y) =

e−y, y ⩾ 0

0, y < 0

p(x, y) =

e−y, x ∈ [0, 1], y ⩾ 0

0, 其他

(2) 概率 P (X + Y ⩽ 1)；

解 :

令 Z = X + Y，则随机变量 Z 的概率密度函数为

pZ(z) =

∫ +∞

−∞
pX(x)pY (z−x)dx =


∫ 1

0
ex−zdx, z > 1∫ z

0
ex−zdx, 0 ⩽ z ⩽ 1

0, z < 0

=


e1−z − e−z, z > 1

1− e−z, 0 ⩽ z ⩽ 1

0, z < 0

所以

P (X + Y ⩽ 1) =

∫ 1

−∞
pZ(z)dz =

∫ 1

0

(1− e−z)dz = 1 + (
1

e
− 1) =

1

e

(3) 概率 P (X ⩽ Y )。

解 : 令随机变量 Z = X − Y，则 Z 的概率密度函数为

pZ(z) =

∫ +∞

−∞
p(x, x− z)dx =


0, z > 1∫ 1

z
ez−xdx, 0 ⩽ z ⩽ 1∫ 1

0
ez−xdx, z < 0

=


0, z > 1

1− ez−1, 0 ⩽ z ⩽ 1

ez − ez−1, z < 0
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所以

P (X ⩽ Y ) = P (X − Y ⩽ 0) =

∫ 0

−∞
(ez − ez−1)dz = 1− 1

e

4. 设随机变量 (X,Y ) 的概率密度函数为

p(x, y) =

Ae−(3x+2y), x > 0, y > 0;

0, otherwise.

求：

(1) 常数 A 的值；

解 :∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
p(x, y)dxdy =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

Ae−(3x+2y)dxdy =

∫ +∞

0

−1

3
Ae−(3x+2y)

∣∣∣∣+∞

0

dy

=

∫ +∞

0

1

3
Ae−2ydy = −1

6
Ae−2y

∣∣∣∣+∞

0

=
1

6
A = 1

所以常数 A 的值为 6。

(2) 分布函数 F (x, y)；

解 :
由题意可知，当 x ⩽ 0 或 y ⩽ 0 时，F (x, y) = 0。

当 x > 0, y > 0 时，F (x, y) =

∫ y

0

∫ x

0

6e−(3u+2v)dudv =

∫ y

0

−2e−(3u+2v)
∣∣x
0

dv =∫ y

0

(
2e−2v − 2e−(3x+2v)

)
dv = −e−2v

∣∣y
0
+ e−(3x+2v)

∣∣y
0
= −e−2y + 1 + e−(3x+2y) − e−3x =

e−(3x+2y) − e−3x − e−2y + 1

所以

F (x, y) =

e−(3x+2y) − e−3x − e−2y + 1, x > 0, y > 0

0, otherwise

(3) 概率 P (−2 < X ⩽ 2,−3 < Y ⩽ 3)。

解 :
P (−2 < X ⩽ 2,−3 < Y ⩽ 3) = P (X ⩽ 2, Y ⩽ 3) = F (2, 3)

=e−(3×2+2×3) − e−3×2 − e−2×3 + 1

=1 + e−12 − 2e−6


