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6.2 集合的基数

1. 集合 {x | x ∈ Z,且x不能被 3 整除} 是否是可数集？若是，则给出自然数集 N 与它之间的一
个一一对应。

解 :

将给定的集合记为 A，它是可数集。

给出一一对应的函数如下：

f : N → A, x 7→


(−1)b

x
2 c × 3

⌊
x+ 2

4

⌋
+ 1, x为偶数, x ⩾ 0

(−1)b
x
2 c × 3

⌊
x+ 2

4

⌋
+ 2, x为奇数, x ⩾ 0

2. 设集合族 {An | n ∈ N} 和 {Bn | n ∈ N} 中的集合都是两两不相交的（i 6= j 时 Ai ∩ Aj = ∅，
Bi ∩Bj = ∅），且对任意 n ∈ N，An ∼ Bn。请证明

⋃
n∈N

An ∼
⋃
n∈N

Bn。

证明 :

对于 ∀n ∈ N，An ∼ Bn，所以存在一一对应的 fn : An → Bn。

那么可以定义 f 如下：

f :
⋃
n∈N

An →
⋃
n∈N

Bn, x 7→



f1(x), x ∈ A1

f2(x), x ∈ A2

· · · , · · ·

fn(x), x ∈ An

因为 {An | n ∈ N} 两两不相交，所以 f 是一个函数，下面证明 f 是一一对应的。

对于任意的 y ∈
⋃
n∈N

Bn，由于 {Bn | n ∈ N} 两两不相交，则必定存在唯一的 i ∈ N 使得

y ∈ Bi，而 fi : Ai → Bi 是一一对应的，所以必定存在唯一的 x ∈ Ai ⊆
⋃
n∈N

An 使得 f(x) = y，

因此 f 是一一对应的。

由于构造出了
⋃
n∈N

An 和
⋃
n∈N

Bi 之间的一一对应的函数，所以
⋃
n∈N

An ∼
⋃
n∈N

Bn。

3. 设 F 是 X 到 Y 的所有函数所组成的集合，F = {f | f : X → Y }，|X| = n。证明 F ∼ Y n 。

证明 :

对于 ∀f ∈ F，f 都唯一对应于一个 |X| 行 |Y | 列的关系矩阵，并且每行有且仅有一个 1。
那么每一行这个 1 的位置有 |Y | 种情况，一共有 |X| 行，所以一共有 |Y ||X|

= |Y |n 种情况。
所以 |F | = |Y |n。

Y n 表示集合的笛卡尔积，所以有 |Y |n = |Y n|。

所以 |F | = |Y |n = |Y n|，所以 F ∼ Y n。
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4. * 证明无限可数集的所有有限子集组成一个可数集。

证明 :

设 A 为无限可数集，则 A 可以和 N 一一对应，所以可以将 A 记为 {ai | i ∈ N}。

对于 ∀M ∈ N，取 BM = {ai | i ∈ N, i ⩽ M}，则 A 的所有有限子集可以记作⋃
M∈N

P (BM )

而对于 ∀M ∈ N，aM+1 6∈ BM，aM+1 ∈ BM+1，所以 {aM+1} 6∈ P (BM )，{aM+1} ∈
P (BM+1)，所以 ⋃

1⩽m⩽M

P (Bm) ⫋
⋃

1⩽m⩽M+1

P (Bm)

所以对于有限集合
⋃

1⩽m⩽M

P (Bm) 和
⋃

1⩽m⩽M+1

P (Bm)，有

∣∣∣∣∣ ⋃
1⩽m⩽M

P (Bm)

∣∣∣∣∣+ 1 ⩽
∣∣∣∣∣ ⋃
1⩽m⩽M+1

P (Bm)

∣∣∣∣∣
根据极限的定义可知∣∣∣∣∣ ⋃

M∈N

P (BM )

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ lim
M→∞

⋃
1⩽m⩽M

P (Bm)

∣∣∣∣∣ ⩾ lim
M→∞

∣∣∣∣∣ ⋃
1⩽m⩽M

P (Bm)

∣∣∣∣∣ = +∞

所以 A 的所有有限子集
⋃
n∈N

P (BM ) 是无限集，并且能找到 N 到
⋃
n∈N

P (BM ) 的映射，所

以

∣∣∣∣∣⋃
n∈N

P (BM )

∣∣∣∣∣ ⩽ 可数集的基数，并且
∣∣∣∣∣⋃
n∈N

P (BM )

∣∣∣∣∣ ⩾ 可数集的基数。
所以 A 的所有有限子集

⋃
n∈N

P (BM ) 是可数集。

即 无限可数集的所有有限子集组成一个可数集。

6.3 不可解问题

1. * 设集合 F = {f | N → M}，其中 M 为正偶数集。证明：F 中存在这样的函数 f，计算 f 的
C 程序不存在。

证明 :

由于 C 程序的集合是可数的，因此只需证明 F 为不可数集合。

根据 6.2 节的第 3 题可知，|F | = |M ||N|，所以 F ∼ {f | f : N → N}，即 F 与问题集等
势，所以 F 不可数。
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