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5.4 等价关系和划分

1. 设 X 是所有人组成的集合，如下定义的关系哪些是 X 上的等价关系？

(1) {(a, b)| a 是 b 的兄弟} 不是

(2) {(a, b)| a 与 b 的年龄相差不超过 3 岁} 不是

(3) {(a, b)| a 和 b 有相同的祖父} 是

(4) {(a, b)| a 与 b 相识} 不是

(5) {(a, b)| a 与 b 会说同一种语言} 是

2. 若 R1 和 R2 是 X 上的等价关系，则 X2 −R1、R1 −R2、R2
1、t(R1 ∪R2) 是否也都是 X 上

的等价关系？为什么？

解 :

∵ ∀x ∈ X, (x, x) ∈ R1 ∴ (x, x) ̸∈ X2 −R1 ∴ X2 −R1不是X上的等价关系；

∵ X2是X上的等价关系 ∴若取R1 = X2，则R1 −R2不是X上的等价关系；

若取R2 = ∅，则R1 −R2是X上的等价关系；

∴ R1 −R2不一定是X上的等价关系

R2
1 = R1，是X上的等价关系

∀x ∈ X，(x, x) ∈ R1 ⊆ R1 ∪R2 ⊆ t(R1 ∪R2) ∴ t(R1 ∪R2)是自反关系

由上一节的例题可知，对称关系的并也是对称关系，对称关系的传递闭包也是对称关系

∴ t(R1 ∪R2)是对称关系

t(R1 ∪R2)是传递闭包，所以是传递关系

因此，t(R1 ∪R2)是X上的等价关系

3. 设 X = {(x, y)| x 和 y 是不为零的实数}，E 是 X 上的关系：(x1, y1)E(x2, y2)当且仅当
y1
x1

=

y2
x2

且 x1 · x2 > 0。证明 E 是 X 上的等价关系，并给出 [(x, y)]E 的几何解释。

证明 :

∀(x, y) ∈ X，则x ̸= 0, y ̸= 0 ∴ x · x = x2 > 0,
y

x
=

y

x
∴ (x, y)E(x, y)，即E是自反关系

∀((x1, y1), (x2, y2)) ∈ E，即x1 · x2 > 0,
y1
x1

=
y2
x2

，则x2 · x1 > 0,
y2
x2

=
y1
x1

∴ ((x2, y2), (x1, y1)) ∈ E，即E是对称关系

∀((x1, y1), (x2, y2)), ((x2, y2), (x3, y3)) ∈ E，即x1 · x2 > 0, x2 · x3 > 0,
y1
x1

=
y2
x2

,
y2
x2

=
y3
x3

∴ x1 · x3 > 0,
y1
x1

=
y3
x3

∴ ((x1, y1), (x3, y3)) ∈ E，即E是传递关系

∴ E是X上的等价关系

[(x, y)]E表示从原点出发并经过(x, y)的某一条射线去除原点
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4. 下面哪些 Z 的子集簇构成 Z 的划分？为什么？

(1) {偶数集, 奇数集}

构成，令π = {偶数集,奇数集}，则偶数集 ̸= ∅，奇数集 ̸= ∅

偶数集 ∩奇数集 = ∅, 偶数集 ∪奇数集 = Z

∴ {偶数集,奇数集}构成Z的划分

(2) {正整数集, 负整数集}

不构成， ∵ 0 ∈ Z，但0 ̸∈正整数集 ∪负整数集，即正整数集 ∪负整数集 ̸= Z

(3) {能被 3 整除的整数的集合, 被 3 除余数为 1 的整数的集合, 被 3 除余数为 2 的整数的集
合}

构成，因为任何一个整数除以3的余数只能是0或1或2.

(4) {小于-100 的整数的集合, 绝对值不超过 100 的整数的集合, 大于 100 的整数的集合}

构成，任何一个整数必然在且只在这三个集合中的某一个集合中。

(5) {不能被 3 整除的整数的集合, 偶数集合, 被 6 除余数为 3 的整数的集合}

不构成， ∵ 2 ∈不能被3整除的整数的集合 ∩偶数集合，

即不能被3整除的整数的集合 ∩偶数集合 ̸= ∅

5.5 偏序关系

1. 下列集合关于整除关系 | 构成偏序集。请分别画出它们的哈斯图，判断它们是否是全序集，给
出它们的极大元、极小元、最大元、最小元。

(1) {2, 4, 8, 16}；

2

4

8

16

极大元：16，极小元：2；
最大元：16，最小元：2。

(2) {2, 3, 4, 5, 9, 10, 80}。

2

4

35

910

80

极大元：80、9，极小元：2、5、3；
最大元：无，最小元：无。
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2. 证明：

(1) 偏序集的最小元也必定是其极小元；

证明 :
对于任意的偏序集(X,⩽)，若a ∈ X是它的最小元，取个体域为X

则∀x(a ⩽ x)

∵偏序关系具有反对称性，

∴ ∀x((x = a) ∨ ¬(x ⩽ a))

∴ ∀x(¬(x ̸= a ∧ x ⩽ a))

∴ ¬∃x(x < a)

∴ a是(X,⩽)的极小元

(2) 任意全序集至多只有一个极小元，即全序集的极小元是唯一的。

证明 :

对于任意的全序集(X,⩽)，假设a, b ∈ X都是它的极小元，取个体域为X

则¬∃x(x < a) ∧ ¬∃y(y < b)

∴ ∀x(¬(x < a)) ∧ ∀y(¬(y < b))

∴ ¬(b < a) ∧ ¬(a < b)

∵ (X,⩽)是全序集

∴ a ⩽ b ∧ b ⩽ a

∴ a = b

因此，全序集的极小元是唯一的。

3. 设 R 是 X 上自反、传递的关系，S = R ∩R−1。

(1) 证明 S 是 X 上的等价关系。

证明 :

∀x ∈ X, (x, x) ∈ R ∴ (x, x) ∈ R−1 ∴ (x, x) ∈ R ∩R−1 = S，即S是自反关系

∀(x, y) ∈ S，即(x, y) ∈ R ∧ (x, y) ∈ R−1 ∴ (y, x) ∈ R−1 ∧ (y, x) ∈ R

∴ (y, x) ∈ R ∩R−1 = S，即S是对称关系

∀(x, y), (y, z) ∈ S，即(x, y) ∈ R ∧ (x, y) ∈ R−1 ∧ (y, z) ∈ R ∧ (y, z) ∈ R−1

∴ (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ R, (y, x) ∈ R ∧ (z, y) ∈ R

∴ (x, z) ∈ R, (z, x) ∈ R

∴ (x, z) ∈ R, (x, z) ∈ R−1，即(x, z) ∈ R ∩R−1 = S，即S是传递关系

因此，S是X上的等价关系。
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(2) 在 X/S 上定义关系 T : ([x]S , [y]S) ∈ T 当且仅当 (x, y) ∈ R。证明 T 是 X/S 上的偏序
关系。

证明 :
∀[x]S ∈ X/S,则x ∈ X ∵ R是X上的自反关系 ∴ (x, x) ∈ R

∴ ([x]S , [x]S) ∈ T，即T是自反关系

∀([x]S , [y]S) ∈ T，即(x, y) ∈ R，若[x]S ̸= [y]S，则(x, y) ̸∈ S

∴ (x, y) ̸∈ R ∨ (x, y) ̸∈ R−1

∵ (x, y) ∈ R ∴ (x, y) ̸∈ R−1 ∴ (y, x) ̸∈ R

∴ ([y]S , [x]S) ̸∈ T，即T是反对称关系

∀([x]S , [y]S), ([y]S , [z]S) ∈ T，即(x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R

∵ R是X上的传递关系 ∴ (x, z) ∈ R

∴ ([x]S , [z]S) ∈ R，即T是传递关系

因此，T是X/S上的偏序关系。
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