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第五章 关系

5.1 关系的概念

1. 集合 X = {a, b, c} 上的一个关系 R 的关
系矩阵如下，请写出这个关系。（注：矩阵
的第 1、2、3 行以及第 1、2、3 列，分别
对应 X 中的元素 a、b、c）。

1 0 1

0 1 0

1 0 1


解 :

R = {(a, a), (a, c), (b, b), (c, a), (c, c)}

2. 一集合上的一个关系的关系图如下图所
示，请写出这个关系。

解 :

R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b),

(c, a), (c, c), (c, d), (d, d)}

3. 设 X和 Y都是有限集，|X| = m，|Y | = n。
问 X 到 Y 的不同的关系有多少个？

解 :

X到Y的不同的关系有2m×n个。

5.2 关系的运算

1. 设 R 是 X 到 Y 的二元关系，S 是 Y 到 Z
的二元关系，证明 (R ◦S)−1 = S−1 ◦R−1。

证明 :

∀(z, x), (z, x) ∈ (R ◦ S)−1

⇐⇒ (x, z) ∈ R ◦ S

⇐⇒ ∃y ∈ Y, s.t. (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S

⇐⇒ ∃y ∈ Y, s.t. (y, x) ∈ R−1 ∧ (z, y) ∈ S−1

⇐⇒ (z, x) ∈ S−1 ◦R−1

∴ (R ◦ S)−1 = S−1 ◦R−1

2. 设 R、S、T 都是 X 上的关系。证明：R ◦
(S ∩T ) ⊆ (R ◦S)∩ (R ◦T ), (R∩S) ◦T ⊆
(R ◦ T ) ∩ (S ◦ T )。

证明 :

∀(x,w) ∈ R ◦ (S ∩ T )

即∃y ∈ X, s.t. (x, y) ∈ R ∧ (y, w) ∈ S ∩ T

∴ (x, y) ∈ R, (y, w) ∈ S, (y, w) ∈ T

∴ (x,w) ∈ R ◦ S, (x,w) ∈ R ◦ T

∴ (x,w) ∈ (R ◦ S) ∩ (R ◦ T )

∴ R ◦ (S ∩ T ) ⊆ (R ◦ T ) ∩ (S ◦ T )

∀(x,w) ∈ (R ∩ S) ◦ T

即∃z ∈ X, s.t. (x, z) ∈ R ∩ S ∧ (z, w) ∈ T

∴ (x, z) ∈ R, (x, z) ∈ S, (z, w) ∈ T

∴ (x,w) ∈ R ◦ T, (x,w) ∈ S ◦ T

∴ (x,w) ∈ (R ◦ T ) ∩ (S ◦ T )

∴ (R ∩ S) ◦ T ⊆ (R ◦ T ) ∩ (S ◦ T )
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5.3 关系的特殊性质及其闭包

1. 下列关系是否是自反、反自反、对称、反
对称和传递的？

(1) 集合 X = {1, 2,…, 9, 10}，X 上的关
系 R = {(x, y)|x+ y = 10}

(2) 任意集合 X 上的恒等关系 IX。

(3) 任意集合 X 上的空关系 ∅。

关系 自反 反自反 对称 反对称 传递

(1) R 否 否 是 否 否
(2) IX 是 否 是 是 是
(3) ∅ 否 是 是 是 是

2. 设 X 是所有人组成的集合，定义 X 上的
关系 R1 和 R2：aR1b 当且仅当 a 比 b 高，
aR2b当且仅当 a和 b有共同的祖父母。问
关系 R1 和 R2 是否是自反、反自反、对
称、反对称、传递的？

关系 自反 反自反 对称 反对称 传递

R1 否 是 否 是 是
R2 是 否 是 否 是

3. * 下面的论证试图证明：如果集合 S 上的
关系 R 是对称和传递的，那么 R 必定也
是自反的。请指出其中的错误。
“由对称性，从 xRy 可推出 yRx，再由传
递性，可从 xRy 和 yRx 推出 xRx。于是，
对任意 x∈S，xRx 成立，所以 R 是自反
的”

解 :

对于∀x ∈ S,并不一定∃y ∈ S, s.t. xRy

当¬∃y(y ∈ S ∧ xRy)时上述论证无效。

4. 证明：若 R是 X 上自反和传递的关系，则
R2=R。

证明 :

∀(x, z) ∈ R2

⇒ ∃y ∈ X, s.t. (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ R

∵ R是传递的

∴ (x, z) ∈ R

∴ R2 ⊆ R

∀(x, z) ∈ R

∵ R是自反的

∴ (z, z) ∈ R

∴ (x, z) ∈ R2

∴ R ⊆ R2

综上所述，R2 = R

5. 设 X 是有限集，|X| = n。问 X 上有多少
个不同的：

(1) * 对称关系？

即n维对称矩阵的个数，

2
n(n+1)

2

(2) * 反对称关系？

n维矩阵的每组对称位置只有00、01、10

三种情况，对角线每个位置可以为0或1，

3
n(n−1)

2 × 2n

(3) 既非自反又非反自反的关系？

即对角线既不是全1，也不是全0的n维矩阵个数，

(2n − 2)× 2n
2−n

6. 设 R1 和 R2 是 X 上的关系。证明 t(R1 ∪
R2) ⊇ t(R1) ∪ t(R2)。

证明 :

∵ t(R) =
∞∪
i=1

Ri

∴原式可转化为
∞∪
i=1

(R1 ∪R2)
i ⊇

∞∪
j=1

Rj
1 ∪

∞∪
k=1

Rk
2

之后实在不会做了。
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