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6.1 点估计的概念与无偏性

3. 设 θ̂ 是参数 θ 的无偏估计，且有 Var( θ̂ ) > 0，试证 ( θ̂ )2 不是 θ2 的无偏估计。

证明 :

由题意可知 E θ̂ = θ，Var θ̂ = E θ̂
2
− (E θ̂ )2 > 0，所以 E θ̂

2
> (E θ̂ )2 = θ2，所以 θ̂

2
不

是 θ2 的无偏估计。

4. 设总体 X ∼ N(µ, σ2), x1, x2, · · · , xn 是来自该总体的一个样本。试确定常数 c 使 c
n−1∑
i=1

(xi+1 −

xi)
2 为 σ2 的无偏估计。

解 :

Ec
n−1∑
i=1

(xi+1 − xi)
2 = Ec

n−1∑
i=1

(x2
i+1 − 2xixi+1 + x2

i )

= c
n−1∑
i=1

Ex2
i+1 − 2c

n−1∑
i=1

Exixi+1 + c
n−1∑
i=n

Ex2
i

因为总体 X ∼ N(µ, σ)，所以 ∀i = 1, 2, · · · , n ，Exi = µ,Varxi = Ex2
i − (Exi)

2 = σ2，从而
Ex2

i = σ2 + µ2。由于 xi 与 xi+1 独立，所以 Exixi+1 = Exi · Exi+1 = µ2。所以

上式 = c
n−1∑
i=1

(σ2 + µ2)− 2c
n−1∑
i=1

µ2 + c
n−1∑
i=1

(σ2 + µ2)

= 2c(n− 1)(σ2 + µ2)− 2c(n− 1)µ2

= 2c(n− 1)σ2

所以当 c =
1

2(n− 1)
时，c

n−1∑
i=1

(xi+1 − xi)
2 为 σ2 的无偏估计。

5. 设 x1, x2, · · · , xn 是来自下列总体的简单样本，

p(x, θ) =

1, θ − 1
2
⩽ x ⩽ θ + 1

2

0, 其他
−∞ < θ < ∞

证明样本均值 x 及 1
2
(x(1) + x(n)) 都是 θ 的无偏估计，问何者更有效？

证明 :

Ex = θ，Var x = 1
n
× 1

12
= 1

12n
。

而 E 1
2
(x(1)+x(n))为样本中最小值和最大值的平均，虽然计算不出，但理论上也应该是 θ。

但是似乎不像样本均值一样覆盖了样本全部的信息，所以应该是 Var x ⩽ Var 1
2
(x(1) + x(n))，

即 x 更有效。
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9. 设有 k 台一起，已知用第 i台仪器测量的标准差为 σi(i = 1, 2, · · · , k)。用这些仪器独立地对某
一物理量 θ 各观察一次，分别得到 x1, x2, · · · , xk，设仪器都没有系统偏差。问 a1, a2, · · · , ak

应取何值，方能使 θ̂ =
k∑

i=1

aixi 成为 θ 的无偏估计，且方差达到最小？

解 :

E θ̂ = E
k∑

i=1

aixi =
k∑

i=1

aiExi = θ
k∑

i=1

ai = θ =⇒
k∑

i=1

ai = 1

Var θ̂ = Var
k∑

i=1

aixi =
k∑

i=1

a2i Varxi =
k∑

i=1

a2iσ
2
i

所以原问题可以转化为

arg min
ai

k∑
i=1

a2iσ
2
i , s.t.

k∑
i=1

ai = 1

对此可以使用拉格朗日乘数法。 令

f(a1, · · · , an, λ) =
k∑

i=1

a2iσ
2
i + λ

(
k∑

i=1

ai − 1

)

则 ∀i = 1, 2, · · · , k, f ′
ai

= 2aiσ
2
i + λ = 0

f ′
λ =

∑k
i=1 ai − 1 = 0

解得 
∀i = 1, 2, · · · , k, ai =

1
2σ2

i∑k
i=1

1
2σ2

i

λ = − 1∑k
i=1

1
2σ2

i

所以 ∀i = 1, 2, · · · , k, ai =

1
2σ2

i∑k
i=1

1
2σ2

i

，方能使 θ̂ =
k∑

i=1

aixi 成为 θ 的无偏估计，且方差

达到最小。

11. 设总体 X 服从正态分布 N(µ, σ2)，x1, x2, · · · , xn 为来自总体 X 的样本，为了得到标准差 σ

的估计量，考虑统计量：

y1 =
1

n

n∑
i=1

|xi − x | , x =
1

n

n∑
i=1

xi, n ⩾ 2

y2 =
1

n(n− 1)

n∑
i=1

n∑
j=1

|xi − xj | , n ⩾ 2

求常数 C1 与 C2，使得 C1y1 与 C2y2 都是 σ 的无偏估计。
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解 :

由于 ∀i, j = 1, 2, · · · , n(i ̸= j), xi ∼ N(µ, σ2), xj ∼ N(µ, σ2), x ∼ N(µ, σ2

n
) 且它们应该

相互独立。 所以

xi − x ∼ N(0, σ2 +
σ2

n
), xi − xj ∼ N(0, 2σ2)

因为 Y ∼ N(0, σ2) 时 E |Y | = σ
√

2
π
，所以

E |xi − x | =
√
σ2 +

σ2

n

√
2

π
= σ

√
1 +

1

n

√
2

π
, E |xi − xj | =

√
2σ

√
2

π
=

2σ√
π

所以

EC1y1 = C1
1

n
× n · σ

√
1 +

1

n

√
2

π
= σ =⇒ C1 =

1√
1 + 1

n

√
2
π

=

√
nπ

2n+ 2

EC2y2 = C2
1

n(n− 1)
(n2 − n) · 2σ√

π
= σ =⇒ C2 =

√
π

2

所以

C1 =

√
nπ

2n+ 2
, C2 =

√
π

2

6.2 矩估计及相合性

3. 设总体分布列如下，x1, x2, · · · , xn 是样本，试求未知参数的矩估计：

(1) P (X = k) = 1
N
, k = 0, 1, 2, · · · , N − 1，N（正整数）是未知参数；

解 :

EX =
N−1∑
k=0

k · 1

N
=

1

N
· N(N − 1)

2
=

N − 1

2

所以 N = 2EX + 1，所以 N 的矩估计为

N̂ = 2x + 1

(2) P (X = k) = (k − 1)θ2(1− θ)k−2, k = 2, 3, · · · , 0 < θ < 1。

解 :

EX =
∞∑
k=2

k(k − 1)θ2(1 − θ)k−2 =
2

θ
，所以 θ =

2

EX
，所以 θ 的矩估计为 θ̂ =

2

x
。
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4. 设总体密度函数如下，x1, x2, · · · , xn 是样本，试求未知参数的矩估计：

(1) p(x; θ) = 2
θ2 (θ − x), 0 < x < θ, θ > 0；

解 :

EX =

∫ θ

0

x
2

θ2
(θ − x)dx =

θ

3
，所以 θ = 3EX，所以 θ 的矩估计是 θ̂ = 3x。

(2) p(x; θ) = (θ + 1)xθ, 0 < x < 1, θ > 0；

解 :

EX =

∫ 1

0

x(θ + 1)xθdx =
θ + 1

θ + 2
，所以 θ 的矩估计是 θ̂ =

1

1− x
− 2。

(3) p(x; θ) =
√
θx

√
θ−1, 0 < x < 1, , θ > 0；

解 :

EX =

∫ 1

0

x
√
θx

√
θ−1dx =

√
θ√

θ + 1
，所以 θ 的矩估计是 θ̂ =

(
x

1− x

)2

。

(4) p(x; θ, µ) =
1

θ
e−

x−µ
θ , x > µ, θ > 0。

解 :

EX =

∫ +∞

µ

x · 1
θ
e−

x−µ
θ dx = θ + µ

EX2 =

∫ +∞

µ

x2 · 1
θ
e−

x−µ
θ dx = 2θ2 + 2µθ + µ2

VarX = EX2 − (EX)2 = 2θ2 + 2µθ + µ2 − (θ + µ)2 = θ2

所以 θ 和 µ 的矩估计是
θ̂ = s, µ̂ = x − s

5. 设总体为 N(µ, 1)，现对该总体观测 n 次，发现有 k 次观测值为正，使用频率替换方法求 µ

的估计。

解 :

设总体为 X，则根据频率替换方法，P (X > 0) =
k

n
。设标准正态分布的累积分布函数为

Φ(x)，则

k

n
= P (X > 0) = P

(
x− µ

1
>

0− µ

1

)
= 1− P

(
x− µ

1
⩽ −µ

)
= 1− Φ(−µ)
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所以 µ 的估计为

µ̂ = −Φ−1(1− k

n
)

7. 设总体 X 服从二项分布 b(m, p)，其中 m, p 为未知参数，x1, x2, · · · , xn 为 X 的一个样本，求
m 与 p 的矩估计。

解 :

因为 EX = mp, VarX = mp(1− p) ，所以 p = 1− VarX
EX

，m =
EX

p
=

(EX)2

EX − VarX，
所以 m 与 p 的矩估计为

m = 1− s

x
, p =

x2

x − s
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