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6.4 最小方差无偏估计

1. 设总体概率函数是 p(x; θ), x1, x2, · · · , xn 是其样本，T = T (x1, x2, · · · , xn) 是 θ 的充分统计
量，则对 g(θ) 的任一估计 ĝ，令 g̃ = E(ĝ|T )，证明：MSE(g̃) ⩽ MSE(ĝ)。这说明，在均方
误差准则下，人们只需要考虑基于充分统计量的估计。

证明 :

MSE(ĝ) = E((ĝ − g(θ))2) = E
(
(ĝ − g̃ + g̃ − g(θ))2

)
= E(ĝ − g̃)2 + 2E(ĝ − g̃)(g̃ − g(θ)) + E(g̃ − g(θ))2

= E(ĝ − g̃)2 + 2E(ĝ − g̃)(g̃ − g(θ)) + MSE(g̃)

其中

E(ĝ − g̃)(g̃ − g(θ)) = E(E((ĝ − g̃)(g̃ − g(θ))|T ))

由于 T 是充分统计量，所以 E(g̃ − g(θ)) 与 T 无关，所以

E(ĝ − g̃)(g̃ − g(θ)) = E(g̃ − g(θ))E(E(ĝ − g̃|T ))

= [E(g̃)− E(g(θ))]E(E(ĝ − g̃|T )) = 0

所以

MSE(ĝ) = E(ĝ − g̃)2 + MSE(g̃) ⩾ MSE(g̃)

3. 设 T 是 g(θ) 的 UMVUE，ĝ 是 g(θ) 的无偏估计，证明：若 Var(ĝ) < ∞，则 Cov(T, ĝ) ⩾ 0。

证明 :

由于 T 是 g(θ) 的 UMVUE，所以 E(T ) = g(θ),Var(T ) < ∞；由于 ĝ 是 g(θ) 的无偏估
计，所以 E(ĝ) = 0。从而 E(T − ĝ) = E(T )−E(ĝ) = 0，且 Var(T − ĝ) = Var(T ) +Var(ĝ) +
Cov(T, ĝ) < ∞（应该不存在方差有限但协方差无限的情况吧），所以根据判断准则，

0 = Cov(T, T − ĝ) = Var(T )− Cov(T, ĝ)

所以 Cov(T, ĝ) = Var(T ) > 0。

5. 设总体 p(x; θ) 的费希尔信息量存在，若二阶导数
∂2

∂θ2
p(x; θ) 对一切的 θ ∈ Θ 存在，证明费希

尔信息量

I(θ) = −E

(
∂2

∂θ2
ln p(x; θ)

)
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证明 :

−E

(
∂2

∂θ2
ln p(x; θ)

)
=−

∫ +∞

−∞

∂2 ln p(x; θ)

∂θ2
p(x; θ)dx

=

∫ +∞

−∞

(
∂ ln p(x; θ)

∂θ

)2

p(x; θ)dx

=

∫ +∞

−∞

∂ ln p(x; θ)

∂θ

∂ ln p(x; θ)

∂p(x; θ)

∂p(x; θ)

∂θ
p(x; θ)dx

=

∫ +∞

−∞

∂ ln p(x; θ)

∂θ

1

p(x; θ)

∂p(x; θ)

∂θ
p(x; θ)dx

=

∫ +∞

−∞

∂ ln p(x; θ)

∂θ

∂p(x; θ)

∂θ
dx

=Ex

(
∂ ln p(x; θ)

∂θ

)2

= I(θ)

6. 设总体密度函数为 p(x; θ) = θxθ−1, 0 < x < 1, θ > 0, x1, x2, · · · , xn 是样本。

(1) 求 g(θ) =
1

θ
的最大似然估计；

解 :
对数似然函数为

lnL(θ) =
n∑

i=1

ln θxθ−1 =
n∑

i=1

(ln θ + (θ − 1) lnxi) = n ln θ + (θ − 1)
n∑

i=1

lnxi

对 θ 求导并令其为 0，
∂L(θ)

∂θ
=

n

θ
+

n∑
i=1

xi = 0

则 θ 的最大似然估计为 θ̂ =
n∑n

i=1 xi

，根据最大似然估计的不变性，g(θ) =
1

θ
的最大似

然估计为

ĝ(θ) =
1

θ̂
=

1

n

n∑
i=1

xi

(2) 求 g(θ) 的有效估计。

解 :
可以猜测上一小题中的 ĝ(θ) = 1

n

∑n
i=1 xi 为有效估计，接下来验证一下。

可以计算得到总体的方差为
1

θ2
，因此 g(θ̂) = x̄ 的方差为

1

nθ2
。

由于 ln p(x; θ) = ln θ + (θ − 1) lnx,

∂ ln p(x; θ)

∂θ
=

1

θ
+ lnx,

∂2 ln p(x; θ)

∂θ2
= − 1

θ2
, I(θ) = −E

(
∂2 ln p(x; θ)

∂θ2

)
=

1

θ2
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所以 I( 1
θ
) = θ2，所以

Var(ĝ(θ)) = 1

nθ2
=

1

I( 1
θ
)
=

1

I(g(θ))

因此 ĝ(θ) = 1
n

∑n
i=1 xi 为 g(θ) 的有效估计。

7. 设总体密度函数为 p(x; θ) =
2θ

x3
e−

θ
x2 , x > 0, θ > 0，求 θ 的费希尔信息量 I(θ)。

解 :

ln p(x; θ) = ln 2 + ln θ − 3 lnx− θ

x2

∂ ln p(x; θ)

∂θ
=

1

θ
− 1

x2
,

∂2 ln p(x; θ)

∂θ2
= − 1

θ2

所以

I(θ) = −E

(
∂2 ln p(x; θ)

∂θ2

)
=

1

θ2

10. 设 x1, x2, · · · , xn 是来自 Ga(α, λ) 的样本，α > 0 已知，试证明
x̄

α
是 g(λ) =

1

λ
的有效估计，

从而也是 UMVUE。

证明 :

p(x;λ) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λx, x > 0; ln p(x;λ) = α lnλ− lnΓ(α) + (α− 1) lnx− λx

∂ ln p(x;λ)

∂λ
=

α

λ
− x;

∂2 ln p(x;λ)

∂λ2
= − α

λ2

所以

I(λ) = −E

(
∂2 ln p(x;λ)

∂λ2

)
=

α

λ2
; C-R 下界 =

(g′(λ))2

nI(λ)
=

(− 1
λ2 )

2

n α
λ2

=
1

αλ2n

由于总体的方差为
α

λ2
，所以 x̄ 的方差为

α

nλ2
，所以

x̄

α
的方差为

1

nαλ2
，等于 C-R 下界。

第 3 页 共 3 页


