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6.4 最小方差无偏估计

11. 设 x1, x2, · · · , xm
i.i.d.∼ N(a, σ2), y1, y2, · · · yn

i.i.d.∼ N(a, 2σ2)，求 a 和 σ2 的 UMVUE。

解 :

根据贝叶斯估计的方法， â 和 σ̂2 应为两个信息源的加权平均，权重为方差的倒数，即

â =
1

mσ2

1
mσ2 + 1

2nσ2

x +
1

2nσ2

1
mσ2 + 1

2nσ2

y =
2xn+ ym

m+ 2n

σ̂2 =
1

mσ2

1
mσ2 + 1

2nσ2

s2x +
1

2nσ2

1
mσ2 + 1

2nσ2

s2y =
ms2y + 2ns2x
m+ 2n

对 0 的任一无偏估计 φ(x1, x2, · · · , xm, y1, y2, · · · , yn)，Cov( â , φ) = 0,Cov(σ̂2, φ) = 0，所以
â 和 σ̂2 是 UMVUE。

12. 设 x1, x2, · · · , xn
i.i.d.∼ N(µ, 1)，求 µ2 的 UMVUE。证明此 UMVUE，达不到 C-R 不等式的下

界，即它不是有效估计。

证明 :

直观上来看，µ2 的 UMVUE 应该是 x2。接下来计算 C-R 不等式的下界，由于 I(µ) = 1，
所以 C-R 不等式的下界为

[g′(µ)]2

nI(µ)
=

(2µ)2

n
=

4µ2

n

由于 x ∼ N(µ, 1
n
)，所以 (n(x − µ)) ∼ χ2(1)

Var x2 = Ex4 − (Ex2)2 =实在是不会算了 >
4µ2

n

所以此 UMVUE 达不到 C-R 不等式的下界，即它不是有效估计。

14. 设 x1, x2, · · ·xn 为独立同分布变量，0 < θ < 1，

P (x1 = −1) =
1− θ

2
, P (x1 = 0) =

1

2
, P (x1 = 1) =

θ

2

(1) 求 θ 的 MLE θ̂ 1 并问 θ̂ 1 是否是无偏的；

解 :
设在 x1, x2, · · · , xn 中有 n−1 个 −1，n0 个 0，n1 个 1，则对数极大似然函数为

lnL(n−1, n0, n1; θ) = ln
[(

1− θ

2

)n−1
(
1

2

)n0
(
θ

2

)n1
]

= n−1 ln
(
1− θ

2

)
+ n0 ln 1

2
+ n1 ln θ

2
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对 θ 求偏导并令其为 0
∂L

∂θ
= −1

2

2n−1

1− θ
+

1

2

2n1

θ
=

n1

θ
− n−1

1− θ
= 0

则最大似然估计为
θ̂ 1 =

n1

n1 + n−1

根据重期望公式，

E θ̂ 1 = E

(
E

(
n1

n1 + n−1

∣∣∣∣n1 + n−1

))
其中

E

(
n1

n1 + n−1

∣∣∣∣n1 + n−1

)
= E

(n1

m

∣∣∣n1 + n−1 = m
)
=

1

m
×m

θ
2

1−θ
2

+ θ
2

= θ

所以 E θ̂ 1 = E(θ) = θ，即 θ̂ 1 是无偏估计。

(2) 求 θ 的矩估计 θ̂ 2；

解 :
设总体为 X，则

EX = −1× 1− θ

2
+ 0× 1

2
+ 1× θ

2
= θ − 1

2

所以矩估计 θ̂ 2 = x + 1
2
。

(3) 计算 θ 的无偏估计的方差的 C-R 下界。

解 :

p(x; θ) =



1−θ
2
, x = −1

1
2
, x = 0

θ
2
, x = 1

0, 其他

, ln p(x; θ) =



ln(1− θ)− ln 2, x = −1

− ln 2, x = 0

ln θ − ln 2, x = 1

0, 其他

,

∂ ln p(x; θ)

∂θ
=



− 1
1−θ

, x = −1

0, x = 0

1
θ
, x = 1

0, 其他

,

(
∂ ln p(x; θ)

∂θ

)2

=


1

(1−θ)2
, x = −1

1
θ2 , x = 1

0, 其他

所以

I(θ) = E

(
∂ ln p(x; θ)

∂θ

)2

=
1

(1− θ)2
× 1− θ

2
+

1

θ2
× θ

2
=

1

2θ(1− θ)

所以 θ 的无偏估计的方差的 C-R 下界为
1

nI(θ)
=

2θ(1− θ)

n
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6.5 贝叶斯估计

2. 设总体为均匀分布 U(θ, θ+ 1)，θ 的先验分布是 U(10, 16)。现有三个观测值：11.7, 12.1, 12.0。
求 θ 的后验分布。

解 :

p(X|θ) =

13, θ ∈ [11.1, 11.7]

0, θ ̸∈ [11.1, 11.7]
= 1[11.1,11.7](θ), π(θ) =

1

6
1[10,16](θ)

所以 h(X, θ) = p(X|θ)π(θ) = 1
6
1[11.1,11.7](θ), m(X) =

∫ +∞
−∞

1
6
1[11.1,11.7](θ)dθ = 1

6
× 0.7。所以

θ 的后验分布为

π(θ|X) =
h(X, θ)

m(X)
=

1

0.7
1[11.1,11.7](θ) =

10

7
1[11.1,11.7](θ)

3. 设 x1, x2, · · · , xn 是来自几何分布的样本，总体分布列为

P (X = k|θ) = θ(1− θ)k, k = 0, 1, 2, · · · ,

θ 的先验分布是均匀分布 U(0, 1)。

(1) 求 θ 的后验分布；

解 :

p(θ|x1, x2, · · · , xn) =
p(x1, x2, · · · , xn|θ)π(θ)∫ 1

0
p(x1, x2, · · · , xn|θ)π(θ)dθ

=

∏n
i=1 [θ(1− θ)xi ] 1[0,1](θ)∫ 1

0

∏n
i=1 [θ(1− θ)xi ] dθ

(2) 若 4 次观测值为 4, 3, 1, 6，求 θ 的贝叶斯估计。

解 :

E(θ|4, 3, 1, 6) =
∫ 1

0

θp(θ|4, 3, 1, 6)dθ =实在算不出来了

5. 验证：正态总体方差（均值已知）的共轭先验分布是倒伽马分布（称 X 服从倒伽马分布，如
果 1

X
服从倒伽马分布。
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证明 :

设总体 X ∼ N(µ, σ2)，且 σ2 ∼ IG(α, γ)，则 1
σ2 ∼ Ga(α, λ)，所以

h(X|σ2) = p(X|σ2)p(σ2) =
1√
2πσ

e−
1
2

∑n
i=1(

x−µ
σ )

2

· λα

Γ(α)

(
1

σ2

)α−1

e−
1
σ2

p(σ2|X) =
p(X|σ2)p(σ2)∫ +∞

0
p(X|σ2)p(σ2)dσ2

=

1√
2πσ

e−
1
2

∑n
i=1(

x−µ
σ )

2

· λα

Γ(α)

(
1
σ2

)α−1
e−

1
σ2∫ +∞

0
1√
2πσ

e−
1
2

∑n
i=1(

x−µ
σ )

2

· λα

Γ(α)

(
1
σ2

)α−1
e−

1
σ2 dσ2

计算可得 p(σ2|X) 也是倒伽马分布的概率密度函数，因此 σ2 的后验分布也是倒伽马分布，从
而正态总体方差（均值已知）的共轭先验分布是倒伽马分布。

6. 设 x1, x2, · · · , xn 是来自如下总体的一个样本

p(x|θ) = 2x

θ2
, 0 < x < θ

(1) 若 θ 的先验分布为均匀分布 U(0, 1)，求 θ 的后验分布；

解 :

h(x1, x2, · · · , xn, θ) = P (x1, x2, · · · , xn|θ)π(θ)

=
n∏

i=1

2xi

θ2
1[0,θ](xi)1[0,1](θ) = 10<x(1)

1x(n)<θ
1

θ2n

n∏
i=1

2xi1[0,1](θ)

m(x1, x2, · · ·xn) =

∫ 1

0

h(x1, x2, · · · , xn, θ)dθ = 10<x(1)

n∏
i=1

2xi

∫ 1

0

1x(n)<θ
1

θ2n
dθ

=10<x(1)

n∏
i=1

2xi

∫ 1

x(n)

1

θ2n
dx = 10<x(1)

(
−2n+ 1− (−2n+ 1)x−2n+1

(n)

) n∏
i=1

2xi

所以 θ 的后验分布为

π(θ|x1, · · · , xn) =
h(x1, · · · , xn, θ)

m(x1, · · · , xn)
=

1x(n)<θ1[0,1](θ)

θ2n
(
−2n+ 1− (−2n+ 1)x−2n+1

(n)

)

(2) 若 θ 的先验分布为 π(θ) = 3θ2, 0 < θ < 1，求 θ 的后验分布。

解 :

h(x1, x2, · · · , xn, θ) = P (x1, x2, · · · , xn|θ)π(θ)

=
n∏

i=1

2xi

θ2
1[0,θ](xi)3θ

21[0,1](θ) = 10<x(1)
1x(n)<θ

3θ2

θ2n

(
n∏

i=1

2xi

)
1[0,1](θ)
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m(x1, x2, · · ·xn) =

∫ 1

0

h(x1, x2, · · · , xn, θ)dθ = 10<x(1)

n∏
i=1

2xi

∫ 1

0

1x(n)<θ
3θ2

θ2n
dθ

=10<x(1)

n∏
i=1

2xi

∫ 1

x(n)

3θ2

θ2n
dx = 10<x(1)

(
9− 6n− (9− 6n)x3−2n

(n)

) n∏
i=1

2xi

所以 θ 的后验分布为

π(θ|x1, · · · , xn) =
h(x1, · · · , xn, θ)

m(x1, · · · , xn)
=

1x(n)<θ1[0,1](θ)

θ2n
(
9− 6n− (9− 6n)x3−2n

(n)

)

8. 设 x1, x2, · · · , xn 是来自均匀分布 U(0, θ) 的样本，θ 的先验分布是帕雷托分布，其密度函数

为 π(θ) =
βθβ0
θβ+1

, θ > θ0，其中 β, θ0 是两个已知的常数。

(1) 验证：帕雷托分布是 θ 的共轭先验分布；

证明 :

令 X = {x1, x2, · · · , xn}，则 P (X|θ) =
∏n

i=1
1
θ
1[0,θ](xi) =

1
θn 1x(1)⩾01x(n)⩽θ

h(X, θ) = P (X|θ)π(θ) = βθβ0
θβ+1+n

1x(1)⩾01x(n)⩽θ

m(X) =

∫ +∞

x(n)

h(X, θ)dθ = βθβ0 1x(1)⩾0

∫ +∞

x(n)

θ−β−1−ndθ =
βθβ0 1x(1)⩾0

β + n
x−β−n
(n)

P (θ|X) =
h(X, θ)

m(X)
=

1x(n)⩽θ

θβ+n+1

x−β−n
(n)

β+n

=
(β + n)xβ+n

(n)

θβ+n−1
1x(n)⩽θ

所以 θ 的后验分布为参数为 β+ n 和 x(n) 的帕雷托分布，从而帕雷托分布是 θ 的共轭先
验分布。

(2) 求 θ 的贝叶斯估计。

解 :

θ 的贝叶斯估计为

θ̂ =

∫ +∞

x(n)

θp(θ|X)dθ =

∫ +∞

x(n)

θ(β + n)xβ+n
(n)

θβ+n+1
dθ =

β + n

β + n− 1
x(n)

12. 从正态总体 N(θ, 22) 中随机抽取容量为 100 的样本，又设 θ 的先验分布为正态分布，证明：
不管先验分布的标准差为多少，后验分布的标准差一定小于 1

5
。
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证明 :

设样本为 X，θ 的先验分布为 N(µ, σ2)，则 θ 的后验概率密度函数为

π(θ|X) = cf(X|θ)f(θ)

= c

(
n∏

i=1

1

2
√
2π

e−
1
2(

xi−θ

2 )
2

)
· 1√

2πσ
e−

1
2(

θ−µ
σ )

2

= ce−
1
2(

θ−µ
σ )

2− 1
2

∑n
i=1(

xi−θ

2 )
2

⩾ ce−
1
2 ·25(θ−µ−x )2

所以后验分布的标准差一定小于 1
5
。

13. 设随机变量 X 服从负二项分布，其概率分布为

f(x|p) =
(
x− 1

k − 1

)
pk(1− p)x−k, x = k, k + 1, · · ·

证明其成功概率 p 的共轭先验分布族为贝塔分布族。

证明 :

设 X = {x1, x2, · · · , xn}。设 p 的先验分布为贝塔分布 Be(a, b)，则 π(p) = 1
B(a,b)

pa−1(1−
p)b−1，所以

P (p|X) = c · h(X, p) = c · P (X|p)π(p) = c

(
n∏

i=1

Ck−1
xi−1p

k(1− p)xi−k

)
1

B(a, b)
pa−1(1− p)b−1

= cpnk(1− p)−nk(1− p)
∑n

i=1 xipa−1(1− p)b−1

= cpnk+a−1(1− p)
∑n

i=1 xi−nk+b−1

其中 c 为与 p 无关的数。

所以 p 的后验分布为 Be(nk + a,
n∑

i=1

xi − nk + b)，从而 p 的共轭先验分布族为贝塔分布

族。

14. 从一批产品中抽检 100 个，发现 3 个不合格，假定该产品不合格率 θ 的先验分布为贝塔分布
Be(2, 200)，求 θ 的后验分布。

解 :

设总体为 X，则 X ∼ b(100, θ)，所以

P (θ|X) = c · P (X|θ)π(θ) = c · C3
100θ

3(1− θ)97
1

B(2, 200)
θ1(1− θ)199

= c · θ4(1− θ)296

其中 c 为与 θ 无关的数。

所以 θ 的后验分布为 Be(5, 297)。
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