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第八次作业

第 12 章 异方差时间序列模型

12.3 使用定义 ηt = r2t − σ2
t | t−1 [方程（12.2.4）] 并证明 {ηt} 是一个序列不相关过程。同样证明 ηt

与过去的收益率平方是不相关的，即证明对于 k > 0，Corr(ηt, r2t−k) = 0。

证明 :

已知 rt =
√
htνt，所以 ηt = r2t −ht = ht(ν

2
t −1)，且 νt 与 ht, ht−k, k ⩾ 1独立，E(ν2

t ) = 1，
所以 E(ν2

t − 1) = 0。所以 E(ηt) = E {ht(ν
2
t − 1)} = E(ht)E(ν2

t − 1) = 0。

所以 Cov(ηt, ηt−k) = E(ηtηt−k)−E(ηt)E(ηt−k) = E(ηtηt−k) = E
{
ht(ν

2
t − 1)ht−k(ν

2
t−k − 1)

}
=

E(ν2
t − 1)E

{
htht−k(ν

2
t−k − 1)

}
= 0，即 {ηt} 是一个序列不相关过程。

所以 Cov(ηt, r2t−k) = E(ηtr
2
t−k)−E(ηt)E(r2t−k) = E(ηtr

2
t−k) = E

{
ht(ν

2
t − 1)ht−kν

2
t−k

}
=

E(ν2
t − 1)E

{
htht−kν

2
t−k

}
= 0，所以 Corr(ηt, r2t−k) = 0，即 ηt 与过去的收益率平方是不相关

的。

12.4 把 σ2
t | t−1 = r2t − ηt 代入方程（12.2.2），推导得到方程（12.2.5）的代数运算过程。

解 :

方程（12.2.2）为 σ2
t | t−1 = ω + αr2t−1，把 σ2

t | t−1 = r2t − ηt 代入此方程，可得 r2t − ηt =

ω + αr2t−1，移项可得 r2t = ω + αr2t−1 + ηt，即为方程（12.2.5）。

12.5 证明方程（12.2.8）。

证明 :

方程（12.2.8）为 τ = ω2 +2ωασ2 +α23τ，其中 τ = E(σ4
t | t−1) 并假设

{
σ4
t | t−1

}
平稳。

将方程（12.2.2）σ2
t | t−1 = ω + αr2t−1 两边平方后可得：

σ4
t | t−1 = ω2 + 2ωαr2t−1 + α2r4t−1

两边求期望后可得：

E
(
σ4
t | t−1

)
= ω2 + 2ωαE

(
r2t−1

)
+ α2E

(
r4t−1

)
1⃝
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由于收益率数列是平稳的，所以 E (rt−1) = 0，所以 σ2 = Var(r2t−1) = E
(
r2t−1

)
−E2 (rt−1) =

E
(
r2t−1

)
2⃝。

再根据方程（12.2.7）可知 E (r4t ) = 3E
(
σ4
t | t−1

)
，又因为假设

{
σ4
t | t−1

}
平稳，所以

E
(
r4t−1

)
= 3E

(
σ4
t−1 | t−2

)
= 3E

(
σ4
t | t−1

)
= 3τ 3⃝。

将 2⃝ 3⃝代入 1⃝即可得 τ = ω2 + 2ωασ2 + α23τ。
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