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《随机过程》第四周作业

练习题 2.2

1. 已知 W 是初值为 0 的随机游动，步长分布为

P (Xn = −2) = P (Xn = −1) = P (Xn = 1) =
1

3

(1) 求概率 P (W3 = −2)，

解 :

设 m,n, k 分别为选择 −2,−1, 1 的次数，那么m+ n+ k = 3

−2m− n+ k = −2

由此可得 3m+ 2n = 5。由于 m,n, k 均为非负整数，因此

(m,n, k) = (1, 1, 1)

所以

P (W3 = −2) = p3(0,−2) = C1
3C

1
2

(
1

3

)3

=
2

9

(2) 求概率 P (W3 = −2,W7 = 0)。

解 :

P (W3 = −2,W7 = 0) = p3(0,−2)p4(−2, 0) = p3(0,−2)p4(0, 2)

继续同上方法 m+ n+ k = 4

−2m− n+ k = 2
=⇒ (m,n, k) = (0, 1, 3)

p4(0, 2) = C1
4

(
1

3

)4

=
4

81

所以

P (W3 = −2,W7 = 0) =
2

9
× 4

81
=

8

729
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(3) 求概率 P (W1 > 0,W2 > 0, · · · ,W5 > 0,W6 = 2)。

解 :

根据反射原理，

P (W1 > 0,W2 > 0, · · · ,W5 > 0,W6 = 2)

=P (W1 = 1)P (W2 > 0, · · · ,W5 > 0,W6 = 2)

=P (W1 = 1)P (W2 > 0, · · · ,W5 > 0,W6 = 2)

=P (W1 = 1)p5(−1, 2) = P (W1 = 1)p5(0, 3)

继续同上方法 m+ n+ k = 5

−2m− n+ k = 3
=⇒ (m,n, k) = (0, 1, 4)

p5(0, 3) = C1
5

(
1

3

)5

=
5

243

所以

原式 = P (W1 = 1)p5(0, 3) =
1

3
× 5

243
=

5

729

5. 分别记甲乙两种药物对某种疾病的治愈率为 p1, p2。为了比较它们的治愈率大小, 安排了一系
列如下的临床对比试验: 每次试验同时治疗两个病人, 一个接受甲药治疗，另一个接受乙药治
疗。观察每次治疗效果。假设每次试验是独立的; 病人对药物的疗效无本质影响。试用恰当的
整数值随机游动模型对这样一系列的试验中治愈病人数差异的变化建模。对任意 x ∈ Z, 试写
该模型的一步转移概率 p(x)。

解 :

设随机变量 X0 = 1，随机变量序列 {Xn ; n ⩾ 1} 表示每次试验增加的治愈病人数，而
随机过程 W = {

∑n
k=0 Xk ; n ⩾ 0} 表示这样一系列的试验中总治愈病人数，则 {Xn ; n ⩾ 0}

相互独立且只能取整数值，且对 ∀n ⩾ 1，Xn 的分布相同，从而 W 是整数值的随机游动。则
该模型的一步转移概率为

p(x) =


(1− p1)(1− p2), x = 0

p1(1− p2) + p2(1− p1), x = 1

p1p2, x = 2

=


1− p1 − p2 + p1p2, x = 0

p1 + p2 − 2p1p2, x = 1

p1p2, x = 2

6. 对初值为 0 的简单对称随机游动 W ,
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(1) 对任意 n ⩾ 1，证明 P (W1 ̸= 0,W2 ̸= 0, · · · ,W2n ̸= 0) = P (W2n = 0)。

证明 :

左边 = P (τ0 > 2n), 右边 = Cn
2n

(
1

2

)n (
1

2

)n

P (τ0 > 2n) = 1− P (τ0 ⩽ 2n) = 1−
2n∑

m=1

P (τ0 = m)

由于 P (τ0为奇数) = 0，所以

P (τ0 > 2n) = 1−
n∑

i=1

P (τ0 = 2i) = 1−
n∑

i=1

1

2i− 1
Ci

2i

(
1

2

)2i

=
Γ(n+ 1

2
)

√
πΓ(n+ 1)

使用 Python 计算可得
Γ(n+ 1

2
)

√
πΓ(n+ 1)

−
(
2n

n

)(
1

2

)2n

= 0

即

P (τ0 > 2n) =
Γ(n+ 1

2
)

√
πΓ(n+ 1)

=

(
2n

n

)(
1

2

)2n

= Cn
2n

(
1

2

)n (
1

2

)n

因此

左边 =右边

(2) 令 F1(s) =
∑∞

k=1 P (τ1 = k|W0 = 0)sk，其中 |s| < 1，求 F1(s)。

解 :

F1(s) =
∞∑
k=1

P0(τ1 = k)sk =
∞∑
k=1

P (τ1 = k,Wk = 1)sk

=
∞∑
k=1

P (τ1 = k|Wk = 1)P (Wk = 1)sk

根据对称原理，从 0 经过 k 步到 1 中间不碰 1，相当于从 0 经过 k 步到 1 中间不碰 0。

上式 =
∞∑
k=1

P (τ0 > k|Wk = 1)P (Wk = 1)sk

=
∞∑
k=1

1

k
C

k−1
2

k

(
1

2

)2k

sk

=
∞∑
k=1

1

k

(
1

2

)2k
k!sk

k+1
2
!k−1

2
!

而
√
1− x 在 x = 0 点的幂级数展开为

√
1− x =

∞∑
n=1

(−1)n
(
1

2

)n

n!
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所以

F1(s) =

∑∞
k=1

2−kskΓ( k
2 )

Γ( k+3
2 )

2
√
π

7. 对初值为 0的简单随机游动W，证明：对任意正整数 N 以及与 N 同奇偶的整数 a ∈ [−N,N ]，

P (Wk < k, k = 1, · · · , N − 1|WN = a) =
N − a

2N

证明 :

设 W 是 (q, p) 简单随机游动

P (Wk < k, k = 1, · · · , N − 1|WN = a) =
P (Wk < k, k = 1, · · · , N − 1,WN = a)

P (WN = a)

=
q · P (WN = a|W1 = −1)

P (WN = a|W0 = 0)
=

q · P (WN−1 = a+ 1|W0 = 0)

P (WN = a|W0 = 0)

=
q · C

N+a
2

N−1p
N+a

2 q
N−a

2 −1

C
N+a

2

N p
N+a

2 q
N−a

2

=
C

N+a
2

N−1

C
N+a

2

N

=

(N−1)!

(N+a
2 )!(N−a

2 −1)!

N !
(N+a

2 )!(N−a
2 )!

=
1
1
N

N−a
2

=
N−a
2

N

=
N − a

2N
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