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练习题 4.3

2. 证明，只要 η1 < 1，Galton-Watson 过程所有非零状态都是非常返的。

证明 :

根据 η0 的情况分类讨论，当 η0 > 0 时，则对于任意状态 i ∈ N+，i → 0 但 0 ̸→ i（0 是
吸收态），所以 i 非常返。

当 η0 = 0 时，则 ∀n ∈ N，Xn+1 ⩾ Xn（所有个体都至少产生一个后代），则当 j > i 时
pji = 0, fji = 0，所以对于状态 i ∈ N+，

fii = pii +
∞∑

j=i+1

pijfji = pii

设 Yk 表示服从后代分布的随机变量，则

pii = P

(
i∑

k=1

Yk = i

)
= P (Yk = 1, k = 1, 2, · · · , i) = (η1)

i < 1

所以 fii < 1，即 i 非常返。

3. 假设在红细胞培养试验中红细胞的生存时间是 1 分钟，一个红细胞死亡时以 1/4 的概率生成
两个红细胞，以 2/3 的概率产生一个红细胞一个白细胞，以 1/12 的概率产生两个白细胞，白
细胞死亡后不会再生。再生的红细胞又按前面的概率再生，且彼此互不干扰。初始时只有一个
红细胞。

(1) 求在 n+ 0.5 分钟的培养过程中都没有白细胞的概率。

解 :
设 X = {Xn ; n ⩾ 0} 为在第 n + 0.5 分钟的时刻红细胞的数量，则 X 是 G-W 分

支过程，后代分布为 η = (η0 = 1
12
, η1 = 2

3
, η2 = 1

4
)。因为每一时刻的白细胞都由上一时

刻的红细胞产生，所以在 n+ 0.5 分钟的培养过程中都没有白细胞也即在 n− 1 + 0.5 分
钟的培养过程中产生的所有红细胞死亡时都没有产生白细胞，那么这些红细胞死亡时都
产生了两个红细胞，所以所求的概率为

n−1∏
k=1

(
1

4

)(2k)
= 24−2n+1

(2) 在整个细胞培养过程中，细胞最终灭绝。求该现象发生的概率。

解 :
由于白细胞死亡后不会再生，所以只需要考虑红细胞的灭绝概率，即分支过程 X 的

灭绝概率。后代分布的概率母函数为 η(s) = 1
4
s2+ 2

3
s+ 1

12
，解 η(s) = s得：s1 = 1

3
, s2 = 1。

所以该分支过程的灭绝概率为 1
3
。

第 1 页 共 3 页



10213903403 岳锦鹏

4. 假设分支过程 X 的初值为m ⩾ 1，后代分布的概率母函数为 η(s) = 1−p+ps，其中 0 < p < 1，
求该分支过程灭绝时间的分布。

解 :

初值为 1 时，∀n ∈ N，设 Xn 的概率母函数为 Φn，则 Φn+1(s) = 1− p+ pΦn(s)，所以
Φn+1(s)− 1 = p(Φn(s)− 1)，Φ(s) = η(s) = 1− p+ ps。 所以 Φn(s) = pn(s− 1) + 1。

初值为 m ⩾ 1 时，由于初始分布中的个体互相独立，所以整个分支过程灭绝相当于初始
的每个个体所在的分支都灭绝，则 Pm(τ0 ⩽ k) = [P1(τ0 ⩽ k)]m = [Φk(0)]

m ，从而

∀k ⩾⩾⩾ 1, Pm(τ0 = k) = Pm(τ0 ⩽ k)− Pm(τ0 ⩽ k − 1) =
(
1− pk

)m −
(
1− pk−1

)m
此即为该分支过程灭绝时间的分布。

5. 已知分支过程 X 的后代分布概率母函数 η(s) = 1/(3− 2s)，而且 X0 = k，求在过程灭绝条件
下存活过的粒子平均数。

解 :

当 X0 = 1 时在过程灭绝条件下存活过的粒子平均数为 1
1−η′(q)

，那么当 X0 = k 时，由于
各初始个体互相独立地产生后代，所以在过程灭绝条件下存活过的粒子平均数为 k

1−η′(q)
。

由 η(s) = 1
3−2s

= s可解得 s1 =
1
2
, s2 = 1，所以灭绝概率 q = 1

2
，所以 η′(q) = 2

(3−2q)2
= 1

2
，

所以在过程灭绝条件下存活过的粒子平均数为

E

(
∞∑
i=0

Xi

∣∣∣∣∣τ0 < ∞

)
=

k

1− η′(q)
=

k

1− 1
2

= 2k

6. 假设 X 是初值为 1 的 Galton-Watson 分支过程。后代分布的概率母函数为

g(s) =
1

2
+

1

3
s+

1

6
s2

以 M 表示该过程存活过但没有后代的粒子数量，求 E(M)。

解 :

先求灭绝概率，g(s) = 1
2
+ 1

3
s+ 1

6
s2 = s 解得 s1 = 1, s2 = 3，所以灭绝概率 q = 1，所以

m = g′(1) = 1
3
+ 1

6
× 2 = 2

3
，则该过程存活过的粒子平均数为

E

(
∞∑
k=0

Xk

)
=

1

1− g′(1)
=

1

1− 2
3

= 3

从后代分布的概率母函数可知每个粒子没有后代的概率为 1
2
，所以

E(M) =
1

2
E

(
∞∑
k=0

Xk

)
=

3

2
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7. 设 X 为 G-W 分支过程，τ0 是灭绝时间。证明 Ek (s
τ0) ⩾ [E1 (s

τ0)]
k。

证明 :

设 τ
(i)
0 表示初始第 i 个个体所在分支的灭绝时间，则

Ek(s
τ0) = E(sτ0 |X0 = k) = E

(
smax{τ (1)

0 ,···τ (k)
0 }
)

因为 0 ⩽ s ⩽ 1 且 max{τ (1)
0 , · · · τ (k)

0 } ⩽
∑k

i=1 τ
(i)
0 ，所以

上式 ⩾ E
(
s
∑k

i=1 τ
(i)
0

)
= E

(
k∏

i=1

sτ
(i)
0

)
τ
(i)
0 独立

======
k∏

i=1

E
(
sτ

(i)
0

)
= [E1 (s

τ0)]
k

所以 Ek (s
τ0) ⩾ [E1 (s

τ0)]
k。
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