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《随机过程》4 月 1 日作业

1. 假设 N = {N(t) : t ⩾ 0}是强度为 λ的 Poisson过程，且 Tk = inf{t ⩾ 0 : N(t) ⩾ k}(k ∈ N)。
分别计算条件期望 E(T2024|N(2024) = 2024) 和 E(T2025|N(2024) = 2024)。

解 :

由于 N(2024) = 2024 ⇐⇒ T2024 ⩽ 2024 < T2025，所以所求的条件期望中只涉及到 T2024

和 T2025 这两个随机变量，因此可以先求 (T2024, T2025) 的联合分布。设 (T2024, T2025) 的联合
概率密度函数为 p(x, y)。

由于 T2025 = T2024 + W2025，所以可以先求 (T2024,W2025) 的联合概率密度函数。已知
T2024 ∼ Ga(2024, λ),W2025 ∼ Exp(λ)，且 T2024 与 W2025 相互独立，因此

p(T2024,W2025)(u, v) =
λ2024

Γ(2024)
u2024−1e−λu · λe−λv =

λ2025u2023e−λ(u+v)

Γ(2024)

由于
∣∣∣∂(x,y)∂(u,v)

∣∣∣ = 1，所以

p(x, y) = p(T2024,T2025)(x, y) = p(T2024,W2025)(x, y − x) =
λ2025x2023e−λy

Γ(2024)

所以
E(T2024|N(2024) = 2024) = E(T2024|T2024 ⩽ 2024 < T2025)

=

∫∫
(−∞,2024]×[2024,+∞)

xp(x, y)dxdy

=

∫ 2024

−∞

∫ +∞

2024

λ2025x2024e−λy

Γ(2024)
dydx

=
λ2025

Γ(2024)

∫ 2024

−∞
x2024dx

∫ +∞

2024

e−λydy

同理

E(T2025|N(2024) = 2024) =

∫∫
(−∞,2024]×[2024,+∞)

yp(x, y)dddy

=
λ2025

Γ(2024)

∫ 2024

−∞
x2023dx

∫ +∞

2024

ye−λydy

计算到这里实在计算不下去了。

2. 考虑一个从底层起动（不是启动？）上升的电梯。以 Ni 记在第 i 层进入电梯的人数。假定各
Ni 相互独立，且 Ni ∼ Poi(λi)(∀i)。在第 i 层进入电梯的各个人相互独立地以概率 pij 在第 j

层 (j > i) 离开电梯，
∑
j>i

pij = 1。用 Oj 表示在第 j 层离开电梯的人数。求 Oj 的分布列。

解 :
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在第 i 层进入电梯的人数为 Ni 且各个人相互独立地一概率 pij 在第 j 层 (j > i) 离开电

梯，因此在第 j 层离开电梯的人数的期望为
j∑

i=1

Nipij = Oj

根据泊松过程的性质，Nipij ∼ Poi(λipij)，
j∑

i=1

Nipij = Oj ∼ Poi
(

j∑
i=1

λipij

)
。

所以 Oj 的分布列为

P (Oj = k) =
λ
∑j

i=1 λipij

k!
e−

∑j
i=1 λipij

3.（冲击模型）记 X(t) 为某系统截至时刻 t 受到的冲击次数。X = {X(t) : t ⩾ 0} 是强度为 λ

的 Poisson 过程。设 Yk 为第 k 次冲击对系统的损害值，满足 Y1, Y2, · · ·
i.i.d.∼ Exp(µ)。以 Z(t)

记截至时刻 t 系统所受到的总损害值。当总损害超过一定的指标 α 时系统不能运行下去，寿
命终止。记 T 为系统寿命，求 E(T )。

解 :

由于泊松过程本身和它的停时有良好的互转关系，所以可以按照如下方式转化原问题：注
意到此问题中有三个指标：时刻、冲击次数、损害值，于是

设 Ak 表示第 k 次冲击后系统所受到的总损害值，由于 Y1, Y2, · · ·
i.i.d.∼ Exp(µ)，则

Ak =
k∑

i=1

Yk ∼ Ga(k, µ)

与之对应，设 B(x) 表示总损害值为 x 时受到的冲击次数，则

B(x) ∼ Poi(µ)

再设 Ck 表示冲击次数为 k 时的时刻，由于 X(t) ∼ Poi(λ)，所以

Ck ∼ Ga(k, λ)

所以所求的 E(T ) 可以表述为总损害值为 α 时对应的冲击次数对应的时刻，使用重期望公式
可得

E(T ) = E(CB(α)) = E(E(CB(α)|B(α)))

由于 E(CB(α)|B(α) = k) = E(Ck) =
k
λ
，所以

E(T ) = E

(
B(α)

λ

)
=

1

λ
E(B(α)) =

αµ

λ

4. 考虑速率函数为 λ(t) > 0(∀t ⩾ 0) 的非齐次 Poisson 过程 X = {X(t) : t ⩾ 0}。令

m(t) =

∫ t

0

λ(u)du (t ⩾ 0),

m(t) 的反函数记为 l(t)。对 t ⩾ 0，记 Y (t) = X(l(t))。证明 Y = {Y (t) : t ⩾ 0} 是经典
Poisson 过程，并求它的强度。
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解 :

由题意可知 X(t) ∼ Poi(m(t))，又知 m(t) 和 l(t) 互为反函数，所以

Y (t) = X(l(t)) ∼ Poi(m(l(t))) = Poi(t)

所以 T = {Y (t) : t ⩾ 0} 是经典 Poisson 过程，它的强度为 1。

5. 重复地抛掷一枚均匀硬币，抛掷结果为 Y0, Y1, Y2, · · ·，它们取值为 1（表示正面）或 0（表示反
面）的概率均为 1

2
。用 Xn = Yn−1+Yn 表示第 n−1次和第 n次抛掷出正面的总次数 (n ⩾ 1)。

问 X = {Xn : n ∈ Z+} 是否是马氏链？并说明理由。

解 :

∀n ∈ Z+, ∀i1, · · · , in−1, i, j ∈ S = {0, 1}，

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X1 = i1)

=P (Yn + Yn+1 = j|Yn−1 + Yn = i, · · · , Y0 + Y1 = i1)

因为 Y0, Y1, Y2, · · · 相互独立，所以条件概率中与 Yn 和 Yn+1 无关的条件都可以不考虑，即

上式 = P (Yn + Yn+1 = j|Yn−1 + Yn = i) = P (Xn+1 = j|Xn = i)

所以 X = {Xn : n ∈ Z+} 是马氏链。

6. 一个出租车司机在机场、宾馆 A、宾馆 B 之间按照如下方式行车: 如果他在机场, 那么下一时
刻他将以等概率到达两个宾馆中的任意一个; 如果他在其中一个宾馆, 那么下一时刻他将以概
率 3/4 返回到机场, 而以概率 1/4 开往另一个宾馆. 假设在时刻 0 时司机在机场, 求在时刻 3
时他在宾馆 A 的概率。

解 :

设机场、宾馆 A、宾馆 B 分别用 0、1、2 表示，设一步转移概率矩阵为 A，则

A =


0 1

2
1
2

3
4

0 1
4

3
4

1
4

0

 A3 =


3
16

13
32

13
32

39
64

3
16

13
64

39
64

13
64

3
16


所求的概率为经过 3 个时刻（时间齐次）从机场到宾馆 A 的概率，即 13

32
= 0.40625。

7.（天气链）已知当昨天和前天都晴天时，今天将下雨的概率是 0.3；而当昨天和前天中至少有一
天下雨时，今天将下雨的概率是 0.6。用 Wn 表示第 n 天的天气，它取值为 R（表示下雨）或
S（表示晴天）。尽管 W = {Wn : n ∈ N} 不是一个马氏链，但由 Xn = (Wn−1,Wn) 定义的
X = {Xn : n ∈ Z+} 是一个时齐马氏链，其状态空间为 {RR,RS, SR, SS}。
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(1) 写出 X 的一步转移概率矩阵。

解 :

昨天今天
今天明天

RR RS SR SS

RR 0.6 0.4 0 0

RS 0 0 0.6 0.4

SR 0.6 0.4 0 0

SS 0 0 0.3 0.7

所以 X 的一步转移概率矩阵为
0.6 0.4 0 0

0 0 0.6 0.4

0.6 0.4 0 0

0 0 0.3 0.7



(2) 求当给定某周的周一和周二都晴天的条件下，该周周四下雨的概率。

解 :

题意也就是经过两步从 SS 转移到 RR 或 SR 的概率，
0.6 0.4 0 0

0 0 0.6 0.4

0.6 0.4 0 0

0 0 0.3 0.7


2

=


0.36 0.24 0.24 0.16

0.36 0.24 0.12 0.28

0.36 0.24 0.24 0.16

0.18 0.12 0.21 0.49


所以该周周四下雨的概率为 0.18 + 0.21 = 0.39。

8. (信号传递之“愚人节说谎版”) 设在愚人节这天, 姚老师以 40% 的可能性把“下周的课考试”
的消息 (以 60% 的可能性把“下周的课不考试”的消息) 传给路上偶遇的陈雨杭同学, 之后的
每位同学 (从陈雨杭开始) 逐次以 70% 的可能性把刚听到的消息 (以 30% 的可能性把刚听到
的消息的对立面) 传给遇到的下一位同学 (每次只传给一位同学). 假设第 20 位收到消息的是
曾凡晔同学.

(1) 计算条件概率

P (姚老师一开始说“下周的课考试”| 曾凡晔收到“下周的课考试”的消息).

解 :
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初始
传出

考试 不考试

未知 0.4 0.6

收到
传出

考试 不考试

考试 0.7 0.3
不考试 0.3 0.7

表 3.1: 左：第一次消息传递；右：后续消息传递

根据贝叶斯公式，

P (姚老师一开始说“下周的课考试”| 曾凡晔收到“下周的课考试”的消息)

=

P (曾凡晔收到“下周的课考试”的消息| 姚老师一开始说“下周的课考试”)

×P (姚老师一开始说“下周的课考试”)

P (曾凡晔收到“下周的课考试”的消息)

从第 1 位同学到第 20 位同学，经过了 19 次信号传递，所以 19 步概率转移矩阵为

[
0.7 0.3

0.3 0.7

]19
=

[
0.500000013743895 0.499999986256105

0.499999986256105 0.500000013743895

]
≈

[
0.5 0.5

0.5 0.5

]

所以

P (曾凡晔收到“下周的课考试”的消息| 姚老师一开始说“下周的课考试”) = 0.5

P (曾凡晔收到“下周的课考试”的消息) = 0.4× 0.5 + 0.6× 0.5 = 0.5

所以

P (姚老师一开始说“下周的课考试”|曾凡晔收到“下周的课考试”的消息) =
0.5× 0.4

0.5
= 0.4000

(2) 又设在上述传递消息的过程中, 第 10 位收到消息的是李墨涵同学, 计算条件概率

P (姚老师一开始说“下周的课考试”| 上述三位同学全都传出“下周的课考试”的消息).

解 :

设 Ai 表示事件“第 i 位同学传出‘下周的课考试’的消息”，A0 表示事件“姚老师
一开始说‘下周的课考试’”，再根据贝叶斯公式和条件概率的性质，则所求的问题可转
换为

P (A0|A1, A10, A20) =
P (A1, A10, A20|A0)× P (A0)

P (A1, A10, A20)

=
P (A20|A10, A1, A0)P (A10|A1, A0)P (A1|A0)P (A0)

P (A20|A10, A1)P (A10|A1)P (A1)
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显然此模型是马氏链，所以根据马氏链的性质，

上式 =
P (A20|A10)P (A10|A1)P (A1|A0)P (A0)

P (A20|A10)P (A10|A1)P (A1)

=
P (A1|A0)P (A0)

P (A1)
(= P (A0|A1))

=
0.7× 0.4

0.4× 0.7 + 0.6× 0.3

=
14

23
≈ 0.6087

(要求答案均保留四位有效数字. 提示: 方阵的幂可用数学软件如 Matlab 计算.)
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