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《随机过程》第二周作业

练习题 1.3

1. 设 X 是连续型非负随机变量，证明 LX(t) 在 [0,+∞) 内是一致连续的。

证明 :

设X 的概率密度函数为 p(x)。使用点列式等价定义，∀t1n, t2n ∈ [0,+∞)且 |t1n − t2n| → 0

|LX(t1n)− LX(t2n)| =
∣∣Ee−t1nX − Ee−t2nX

∣∣ = ∣∣E(e−t1nX − e−t2nX)
∣∣

=

∣∣∣∣∫ +∞

0

(e−t1nx − e−t2nx)p(x)dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ +∞

0

e−t1nx(1− e(t1n−t2n)x)p(x)dx
∣∣∣∣

⩽
∣∣∣∣∫ +∞

0

(1− e(t1n−t2n)x)p(x)dx
∣∣∣∣

根据积分中值定理，∃ξ ∈ [0,+∞)，使得∣∣∣∣∫ +∞

0

(1− e(t1n−t2n)x)p(x)dx
∣∣∣∣ = (1− e(t1n−t2n)ξ)

∫ +∞

0

p(x)dx = 1− e(t1n−t2n)x

因为 |t1n − t2n| → 0，所以 1− e(t1n−t2n)x → 0，因此 |LX(t1n − t2n)| → 0，从而 LX(t) 在
[0,+∞) 内是一致收敛的。

5. 设独立同分布的标准正态分布随机变量簇 Wm,m > 1 与 {N(n), n ⩾ 1} 独立，其中 N(n) 服

从泊松分布 P (n)。令 Yn =
∑N(n)

k=1 Wk。求 Yn 的特征函数，并证明 n → +∞ 时 Yn√
n
依分布

收敛到一个服从标准正态分布的随机变量。

解 :

Yn 的特征函数为

ψYn
(t) = EeitYn = Eeit

∑N(n)
k=1 Wk = Ee

∑N(n)
k=1 itWk = E

N(n)∏
k=1

eitWk

根据重期望公式，

上式 = E

E
N(n)∏

k=1

eitWk

∣∣∣∣∣∣N(n) = p


由于 Wk 独立同分布且服从标准正态分布，所以

E

N(n)∏
k=1

eitWk

∣∣∣∣∣∣N(n) = p

 =

p∏
k=1

EeitWk =

p∏
k=1

ψW1
(t) = [ψW1

(t)]
p
=
[
e−

t2

2

]p
= e−

pt2

2

所以

ψYn
(t) = E

(
e−

t2N(n)
2

)
=

∞∑
k=1

e−
t2k
2
nk

k!
e−n
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证明 :

根据特征函数的性质，

ψ Yn√
n
(t) = ψYn

(
t√
n

)
=

∞∑
k=1

e−
( t√

n)
2
·k

2
nk

k!
e−n = e−n

∞∑
k=1

nke−
kt2

2n

k!

当 n → +∞ 时上式 → e−
t2

2 ，即 Yn√
n
的特征函数收敛到标准正态分布的特征函数。根据特征

函数的唯一性，则 n→ +∞ 时 Yn√
n
依分布收敛到一个服从标准正态分布的随机变量。

7. 若随机变量 X 的分布列为 P (X = n) = n
2n+1 , n ⩾ 1，求 X 的概率母函数 ϕ(s)。

解 :

ϕ(s) = EsX =
∞∑

n=1

sn · n

2n+1
=

s

(s− 2)2
, s ∈ [−1, 1]

8. 已知概率母函数 ϕ(s) = s+ 1
1+γ

(1− s)1+γ , γ ∈ (0, 1]，求对应的概率分布列。

解 :

P (X = k) =
ϕ(k)(0)

k!

对 ϕ(s) 求各阶导数：

ϕ(k)(x) =


s+ 1

1+γ
(1− s)1+γ , k = 0

1− (1− s)γ , k = 1

(−1)k(1− s)γ−k+1

k−2∏
i=0

(γ − i), k ⩾ 2

;

所以

ϕ(k)(0) =



1
1+γ

, k = 0

0, k = 1

(−1)k
k−2∏
i=0

(γ − i), k ⩾ 2

所以对应的概率分布列为

P (X = k) =



1
1+γ

, k = 0

0, k = 1

(−1)k

k!

k−2∏
i=0

(γ − i), k ⩾ 2
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练习题 1.4

1. 若存在随机变量 X 使得随机序列
Sn

n

a.s.−−→ X 成立，而且非负整数值随机序列 Nn
a.s.−−→ ∞ 成

立。证明
SNn

Nn

a.s.−−→ X。

证明 :

对于 ∀ε > 0，由 Sn

n

a.s.−−→ X 的等价定义，∃A ∈ Ω 满足 P (A) = 0，对 ∀ω ∈ ΩA 以及
∀ε > 0，∃N = N(ε, ω)，使得当 n > N 时

∣∣∣Sn(ω)
n

−X(ω)
∣∣∣ < ε

对于上述的 N，由 Nn
a.s.−−→ ∞ 的等价定义，∃A′ ∈ Ω 满足 P (A′) = 0，对 ∀ω′ ∈ ΩA，

∃M =M(ε, ω)，使得当 n > M 时 Nn(ω
′) > N，再由上述叙述可知

∣∣∣∣SNn(ω′)(ω)

Nn(ω′)
−X(ω)

∣∣∣∣ < ε

因此
SNn

Nn

a.s.−−→ X

2. 证明：若对任意 ε > 0，存在 N 使得当 n > N 时 P (|Xn −X| < ε) = 1，那么 Xn
a.s.−−→ X。

举例说明逆命题不成立。

证明 :

由于 P (|Xn −X| < ε) = 1 ⇒ P (|Xn −X| ⩾ ε) = 0， 题中条件可转换为

对∀ε > 0, P

(
∞⋂

N=1

∞⋃
n=N

{|Xn −X| ⩾ ε}

)
= 0

所以 Xn
a.s.−−→ X。

当 P (|Xn −X| ⩾ ε) = 0 但 P (|Xn −X| < ε) ̸= 1 时，逆命题不成立。

4. 设 f(x) 在 [0,+∞) 上连续有界，单调上升且 f(0) = 0，证明随机变量 Xn 依概率收敛于 0 当
且仅当 lim

n→∞
E(f(|Xn|)) = 0。

证明 :

若 Xn
P−→ 0，则 ∀ε > 0, P (|Xn| > ε) → 0，由于 f(x) 的单调性，P (f(|Xn|) > f(ε)) → 0。

令 ε→ 0，则 f(ε) → f(0) = 0，所以 P (f(|Xn|) > 0) → 0。

因为 |Xn| ⩾ 0，且 f(x)单调上升且 f(0) = 0，所以 f(|Xn|) ⩾ 0，因此 P (f(|Xn|) = 0) → 1。

f(|Xn|) 在 0 处的概率趋向于 1，所以 lim
n→∞

E(f |Xn|) = 0。

另一方向：

若 lim
n→∞

E(f(|Xn|)) = 0，由于 f(|Xn|) 是非负随机变量，所以期望为 0 等价于在 0 处的
概率为 1，即 lim

n→∞
P (f(|Xn|) = 0) = 1，即 P (f(|Xn|) = 0) → 1。
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由于 f(|Xn|) ⩾ 0，所以 P (f(|Xn|) > 0) → 0。

再根据 f(x) 的单调性，P (|Xn| > 0) → 0。

因此 ∀ε > 0, P (|Xn| > ε) → 0，即 Xn 依概率收敛于 0。

5. 设 {Xk; k ⩾ 1} 为一列相互独立随机变量，而且对任意 k ⩾ 1，E(Xk) = 0，Var(Xk) = k。对

任意 n ⩾ 1，令 Yn =
n∑

k=1

Xk

k
。证明对任意 r >

1

2
，当 n→ ∞ 时 Yn

nr
几乎必然收敛到 0。

证明 :

要证
Yn

nr

a.s.−−→ 0，即证 ∀ε > 0,
∞∑

n=1

P

(∣∣∣∣Yn

nr

∣∣∣∣ > ε

)
<∞。

由马尔可夫不等式，

P

(∣∣∣∣Yn

nr

∣∣∣∣ > ε

)
<
E
∣∣Yn

nr

∣∣
ε

=

E

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Xk

k

∣∣∣∣∣
nrε

由于 Var(Xk) = k, std(Xk) =
√
k且 E(Xk) = 0，所以 std(Xk

k
) = 1√

k
，所以 Var(Xk

k
) = 1

k
。

E

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

Xk

k

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

1√
k

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

1√
n

∣∣∣∣∣ = n√
n
=

√
n

所以

P

(∣∣∣∣Yn

nr

∣∣∣∣ > ε

)
<

√
n

nrε
= n

1
2−rε

对 ∀r > 1
2
，当 n→ ∞ 时 n

1
2−r → 0。 所以 ∀ε > 0,

∞∑
n=1

P

(∣∣∣∣Yn

nr

∣∣∣∣ > ε

)
收敛。

因此 ∀r > 1
2
，当 n→ ∞ 时 Yn

nr
几乎必然收敛到 0。
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