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《随机过程》2 月 26 日作业

1. 设 X 为 k 阶矩存在的非负连续型随机变量（k ∈ Z+），证明：

E(Xk) =

∫ +∞

0

kxk−1P (X > x)dx

试推广一下该结论。

证明 :

设 X 的概率密度函数为 p(x), x ∈ (−∞,+∞)

根据数学期望的定义，同时注意到 X 是非负连续型随机变量，可知

E(Xk) =

∫ +∞

0

xkp(x)dx =

∫ +∞

0

(∫ x

0

kuk−1du
)
p(x)dx =

∫ +∞

0

∫ x

0

kuk−1p(x)dudx

交换积分次序，

E(Xk) =

∫ +∞

0

∫ +∞

u

kuk−1p(x)dxdu =

∫ +∞

0

kuk−1P (X > u)du =

∫ +∞

0

kxk−1P (X > x)dx

推广该结论可得：设 f(X) 为数学期望存在的非负连续型随机变量，且 f(x) 存在导函数
f ′(x)，则

E(f(X)) =

∫ +∞

0

f ′(x)P (X > x)dx

2. 若连续型随机变量 X 与 Y 相互独立，其概率密度函数分别为 pX(·) 和 PY (·)，证明：

E(Φ(X,Y )|X) =

∫
R
Φ(X, y)pY (y)dy

证明 :

直接根据定义，在 X = x 的条件下对 Y 求数学期望即可：

E(Φ(x, Y )|X = x) =

∫ +∞

−∞
Φ(x, y)pY (y)dy

所以

E(Φ(X,Y )|X) =

∫
R
Φ(X, y)pY (y)dy

3. 从 1 到 9 中有放回地抽取数字，每次抽一个，直到奇数和偶数都被抽到时位置。求该过程中
抽到奇数的次数在全部抽取次数中占比的期望（结果保留 4 位有效数字）。
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解 :

设随机变量 X 表示首次抽到奇数时的总次数，则 X ∼ Ge( 5
9
)； 设随机变量 Y 表示首次

抽到偶数时的总次数，则 Y ∼ Ge( 4
9
)。设随机变量 Z 表示该过程中抽到奇数的次数在全部抽

取次数中的占比，则 EZ 为所求的期望。

根据几何分布的数学期望可知，EX = 1
5
9

= 9
5
, EY = 1

4
9

= 9
4
。

根据重期望公式，EZ = E(E(Z|X))，下面计算 E(Z|X)

E(Z|X = x) =


EY

EY+1
=

9
4

9
4+1

= 9
13
, x = 1

1
EX

= 1
9
5

= 5
9
, x > 1

再对 X 求期望，

EZ = E(E(Z|X)) =
9

13
× 5

9
+

5

9
× (1− 5

9
) =

665

1053
≈ 0.6315

4. 设闯入果园的猩猩数X 服从参数为 λ(> 0)的 Poisson分布，每只猩猩独立地以概率 p(∈ (0, 1))

成功地抢到香蕉，而以概率 q = 1− p 没有抢到。请分别求闯入果园且成功抢到香蕉的猩猩数
Y 和闯入果园但没抢到香蕉的猩猩数 Z 的分布，并判断 Y 和 Z 是否独立。

解 :

X 的分布列为 P (X = k) =
λk

k!
e−λ；

所以 Y 的分布列为 P (Y = k) =
λk

k!
e−λ

∞∑
n=k

Ck
np

k(1− p)n−k；

Z 的分布列为 P (Z = k) =
λk

k!
e−λ

∞∑
n=k

Ck
n(1− p)kpn−k

取 k = 0 时来验证 Y 和 Z 是否独立。（已知 p ∈ (0, 1)）

P (Y = 0) = e−λ

∞∑
n=0

(1− p)n = e−λ · 1
p

P (Z = 0) = e−λ

∞∑
n=0

pn = e−λ · 1

1− p

P (Y = 0, Z = 0) = P (X = 0) = e−λ

所以

P (Y = 0) · P (Z = 0) ̸= P (Y = 0, Z = 0)

因此 Y 和 Z 不独立。

5. 重复抛一枚硬币, 假设每次试验是相互独立的, 出现正面的概率为 p(∈ (0, 1))。令 Tn 是首次出
现连续 n 次正面的时刻。求 Tn 的概率母函数。
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解 :

设 Y 表示首次出现反面的时刻，则 Y ∼ Ge(1− p)。 则 Tn 的概率母函数为：

ϕTn
(s) = E(sTn) = sn

∞∑
i=n+1

P (Y = i) +
n∑

i=1

E(si+Tn)P (Y = i)

= snP (Y ⩾ n+ 1) +
n∑

i=1

siE(sTn)P (Y = i)

= snpn + E(sTn)E(sY )

即可解得
E(sTn) =

snpn

1− E(sY )

由于 s ∈ [−1, 1], p ∈ (−1, 1)，所以 ps ̸= 1，因此

E(sY ) =
n∑

i=1

siP (Y = i) =
n∑

i=1

sipi−1(1− p) = −s(p− 1)(pnsn − 1)

ps− 1

所以

E(sTn) =
snpn

1 + s(p−1)(pnsn−1)
ps−1

=
pnsn(ps− 1)

−pnsn+1 + pn+1sn+1 + s− 1

6. 设 X1, X2, · · · 为独立同分布的非负整数值随机变量序列，其中 X1 的特征函数、Laplace 变换
和概率母函数分别为 ΨX(t)、LX(θ) 和 ϕX(s)。而 N 是与之独立的非负整数值随机变量，其

特征函数、Laplace 变换和概率母函数分别为 ΨN (t)、LN (θ) 和 ϕN (s)。令 Z =
N∑

n=1

Xn，请分

别计算 Z 的特征函数、Laplace 变换和概率母函数。

解 :

使用重期望公式，Z 的特征函数可转化为

EeitZ = E(E(eitZ |N))

而

E(eitZ |N = k) = E
(
eit

∑k
n=1 Xn

)
= E

(
k∏

n=1

eitXn

)
因为 X1, X2, · · · 独立同分布，所以

上式 =
k∏

n=1

E(eitXn) =
k∏

n=1

ΨX(t) = [ΨX(t)]
k

根据概率母函数的反演公式，

∀n ∈ Z+, ∀k ∈ Z+, P (N = k) =
ϕ
(k)
N (0)

k!

所以 Z 的特征函数为

ΨZ(t) = EeitZ = E(E(eitZ |N)) =
∞∑
k=1

E(eitZ |N = k)P (N = k) =
∞∑
k=1

[ΨX(t)]k · ϕ
(k)
N (0)

k!
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同理，Z 的 Laplace 变换为

LZ(θ) = E(e−θZ) =
∞∑
k=1

[LX(θ)]k · ϕ
(k)
N (0)

k!

Z 的概率母函数为

ϕZ(s) = E(sZ) =
∞∑
k=1

[ϕX(s)]k · ϕ
(k)
N (0)

k!
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