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《随机过程》第三周作业

练习题 2.1

1. 试解释对离散参数随机过程而言,“不可区分”与“修正”等价。

由于“不可区分”能推出“修正”，所以这里只需要说明对离散参数随机过程能从“修正”
推出“不可区分”。

设 X = {Xt; t ∈ T}, Y = {Yt; t ∈ T} 都是概率空间 (Ω,F, P ) 上的随机过程。

“修正”的原始定义为对 ∀t ∈ T, P (Xt = Yt) = 1，将概率进行定义展开可得：∀t ∈ T, ∃At ∈
F 使得 P (A) = 1 而且 ∀ω ∈ A,Xt(ω) = Yt(ω)。

“不可区分”的定义为 ∃A ∈ F，使得 P (A) = 1 而且 ∀t ∈ T, ∀ω ∈ A,Xt(ω) = Yt(ω)。

比较这两个定义可知在“修正”的定义中 At 的取法与 t 有关，而在“不可区分”的定义
中 A 的取法与 t 无关。

所以若 T 为离散参数集，且 X 与 Y 互为修正，则对每一个 t ∈ T 都能找到一个 At ∈ F

满足 P (At) = 1, ∀ω ∈ At, Xt(ω) = Yt(ω)。则 P (At) = 0，取 A =
∩
t∈T

(At)，则

P (A) = P

(∩
t∈T

At

)
= P

(∪
t∈T

At

)
= 1− P

(∪
t∈T

At

)

由于 T 是离散集合，可列个零测集的并仍然是零测集，所以 P

(∪
t∈T

At

)
= 0，所以 P (A) = 1。

而且 ∀ω ∈ A,Xt(ω) = Yt(ω)，即 X 与 Y 不可区分。

5. 已知 {X(t) ; t ∈ [0,+∞)} 为平稳独立增量过程。对任意 s > 0，令 Y (t) = X(s+ t)−X(s)，
证明 {Y (t) ; t ∈ [0,+∞)} 也是平稳独立增量过程。

证明 :

对于 ∀n ∈ Z+, ∀t1, t2, · · · , tn ∈ [0,+∞), ∀i ∈ {1, 2, · · · , n− 1},

Y (ti+1)− Y (ti) = [X(s+ ti+1)−X(s)]− [X(s+ ti)−X(s)] = X(s+ ti+1)−X(s+ ti)

因为 s > 0，所以 s + ti+1, s + ti ∈ [0,+∞)，由 {X(t) ; t ∈ [0,+∞)} 是独立增量过程可知，
{X(s+ti+1)−X(s+ti) ; i ∈ 1, 2, · · · , n−1}相互独立，即 {Y (ti+1)−Y (ti) ; i ∈ 1, 2, · · · , n−1}
相互独立，所以 {Y (t) ; t ∈ [0,+∞)} 是独立增量过程。下证“平稳”：

对于 ∀t, t+ h,w,w + h ∈ [0,+∞)，

Y (t+ h)− Y (t) = [X(s+ t+ h)−X(s)]− [X(s+ t)−X(s)] = X(s+ t+ h)−X(s+ t)

同理，Y (w+h)−Y (w) = X(s+w+h)−X(s+w)。由于 s+t, s+t+h, s+w, s+w+h ∈ [0,+∞)，且
{X(t) ; t ∈ [0,+∞)}是平稳独立增量过程，所以X(s+t+h)−x(s+t)与X(s+w+h)−X(s+w)

的分布相同，即 Y (t+ h)− Y (t) 与 Y (w+ h)− Y (w) 的分布相同，所以 {Y (t) ; t ∈ [0,+∞)}
是平稳独立增量过程。
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6. 证明伯努利过程不是独立增量过程。

证明 :

设随机过程 X = {Xn ; n ∈ Z+} 是伯努利过程，则 {Xn ; n ∈ Z+} 是独立同分布的随机
变量序列，而且

P (Xn = 1) = p, P (Xn = 0) = q = 1− p, 0 < p < 1

则 X1 −X0 的分布列为：
X1 −X0 −1 0 1

P pq p2 + q2 qp

所以 P (X0 = 1) = p, P (X1 −X0 = 1) = qp， 而 P (X0 = 1, X1 −X0 = 1) = 0。 显然
P (X0 = 1)P (X1 −X0 = 1) ̸= P (X0 = 1, X1 −X0 = 1)，因此 X0 与 X1 −X0 不独立，从而
伯努利过程不是独立增量过程。
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