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7.3 图的连通性

1. 设简单无向图 G = (V,E)，若 δ(G) ⩾ k(k ⩾ 1)。请证明：G 有长度为 k 的基本通路。

证明 :

使用数学归纳法，

由于 δ(G) ⩾ k ⩾ 1，所以 G 中存在边，从而 G 不是零图，因此必定有长度为 1 的基本
通路。

假设 G 中存在长度为 m − 1 的基本通路 α (m ⩽ k)，则 α 中的顶点总数为 m（基本通
路的顶点互不相同）。那么对于 α 两端的其中一个端点 v，α 去除 v 后的顶点总数为 m − 1。
由于 d(v) ⩾ δ(G) ⩾ k ⩾ m > m − 1，即 v 的度数大于 α 中去除 v 后的顶点总数，所以与 v

相连的边中必定存在一条边 e 连接了不在 α 中的顶点 v′，于是将边 e 和顶点 v′ 加入到 α 中，
就构成了长度为 m 的基本通路。

所以 ∀m ∈ N, 1 ⩽ m ⩽ k，G 有长度为 m 的基本通路。自然地，G 有长度为 k 的基本通
路。

2. 证明：若无向图 G 没有长度为奇数的基本回路，则 G 没有任何长度为奇数的回路。

证明 :

证明原命题的逆否命题“若 G 中存在一条长度为奇数的回路，则 G 中必定存在长度为奇
数的基本回路。”

若 G 中存在一条长度为奇数的回路 α，则可以设 α = v0e1v1e2 · · · ekvk，α 的长度 k 为奇
数。若 α 是基本回路，则 G 中存在长度为奇数的基本回路。

若 α 不是基本回路，则其中存在相同的顶点，不妨设 vi = vj , 0 ⩽ i < j ⩽ k，于是 α 的
子序列 viei+1vi+1ei+2 · · · ejvj 构成一个回路，记为 α′，并且从 α 中删除 α′ 后（保留顶点 vi）
仍然是一个回路，记为 α′′，并且 α′ 和 α′′ 的长度之和为原始回路 α 的长度 k。因为 k 为正
奇数，所以将其拆分成两个正整数之和后其中必定有一个正整数为奇数，即 α′ 和 α′′ 中必定
有一个长度为奇数。取这个长度为奇数的回路，记为 α1，则可以对 α1 重复上述拆分回路的
过程，得到长度为奇数的回路 α2, · · · · · ·。注意到 α 的有限性，上述拆分回路的过程不可能无
限进行，最后一次拆分过程结束后，所得到的回路就是长度为奇数的基本回路。

总之，G 中必定存在长度为奇数的基本回路。

3. 证明：在任何无向图中，任何奇数度的顶点都有通路到某个其他的奇数度顶点。

证明 :

对于任何一个无向图 G，在其中任取一个奇数度的顶点 v，使用反证法。

假设对于所有以 v 为一端的通路，通路的另一端的顶点都是偶数度的，那么将 v 与这些
顶点以及与它们相连的边全部取出，即构成 G 的一个连通分量 G′。在 G′ 中，只有 v 是奇数
度的，其它所有顶点都是偶数度的，那么 G′ 的度数之和为奇数，不满足握手定理，因此这种
情况不可能发生。
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所以 v 必定有通路到某个其他的奇数度顶点。

4. 分别求出下列三个无向图的各个连通分量。

解 :

7.4 最短通路和 Dijkstra 算法

7.5 图着色

1. 无向图的色数为 1 意味着什么？

图中不存在边。
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2. 一大学有 5 个专业委员会：物理、化学、数学、生物、计算机，6 位院士：B、C、D、G、S、
W。专业委员会由院士组成，物理委员会有院士：C、S 和 W，化学委员会有院士：C、D 和
W；数学委员会有院士：B、C、G 和 S；生物委员会有院士：B 和 G；计算机委员会有院士：
D 和 G。每个专业委员会每周开一小时例会，所有成员都不能缺席。如果某院士同时是两个
专业委员会的成员，那么这两个专业委员会的例会就不能安排在同一个时间。现要为这些例
会安排时间，希望它们的时间尽可能集中。问最少需要几个开会时间？请给出一种安排。

解 :

首先将专业委员会和院士的关系整理成如下表格：

专业委员会 院士

物理 C、S、W
化学 C、D、W
数学 B、C、G、S
生物 B、G
计算机 D、G

之后根据“如果某院士同时是两个专业委员会的成员，那么这两个专业委员会的例会就
不能安排在同一个时间”构造图，将专业委员会作为顶点，如果这两个专业委员会有相同的院
士，那么就在这两个顶点之间连一条边，问题即可转化为图着色问题。于是构造出下方左图：

物理

化学

数学生物

计算机

物理

化学

数学生物

计算机

设此图为 G，由于存在 C3 的结构，因此 χ(G) ⩾ 3，又因为此图不是完全图也不是奇圈，
所以根据 Brooks 定理，χ(G) ⩽ ∆(G) = 4。

那么尝试找到色数为 3 的着色方案，即上方右图。

因此最少需要 3 个开会时间，即物理和计算机同一时间开会，化学和生物同一时间开会，
数学单独时间开会。
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7.6 图的同构

1. 有 3 个顶点的不同构的简单无向图有多少个？

3 个。（分别为一条边、两条边、三条边的情况）

2. 证明：若无向图 G 不是连通图，则其补图必为连通图。

证明 :

设 G 的补图为 G′，下证 G′ 是连通图。

在 G′ 中任取两个顶点，若这两个顶点在 G 中不相邻，那么根据补图的定义，它们在 G′

中必定相邻，从而是连通的。

若这两个顶点（设为 v1, v2）在 G 中相邻，即它们在 G 中是连通的，而 G 不是连通图，
所以必定存在另一个顶点 v3，使得 v1 与 v3 不连通，v2 与 v3 不连通，从而 v1 与 v3 不相邻，
v2 与 v3 不相邻。那么根据补图的定义，在 G′ 中 v1 与 v3 相邻，v2 与 v3 相邻，所以 v1 与
v2 在 G′ 中连通。

所以在 G′ 中任取两个顶点，它们都是连通的，因此 G′ 是连通图。
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第八章 具有特殊性质的图

8.1 欧拉图

1. 一房子的平面图如图。问能否从前门进去，最后从后门出去，走过所有的门且每扇门只经过一
次？

解 :

将每个房间作为一个顶点，如果两个房间之间有门，则在这两个房间之间连一条边，同时
将前门外的空间也作为一个顶点，后门外的空间也作为一个顶点，则可以构造出图如下：

对于该图，只有前门外的顶点和后门外的顶点度数为 1，是奇数，其它顶点的度数都是偶
数，因此存在从前门外顶点到后门外顶点的欧拉通路，因为门与图中的边对应，所以能从前门
进去，最后从后门出去，走过所有的门且每扇门只经过一次。

2. 对于有 16 个扇区和 4 个探测器的磁鼓，给出一种合理的 0-1 赋值。

解 :

以所有的 3 位二进制串为顶点，对于两个二进制串，如果前一个二进制串的后 2 位等于
后一个二进制串的前 2 位，则从前一个二进制串到后一个二进制串连一条有向边。可以构造
出图如下：
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000 001

010

011

100101

110

111

值得注意的是，上图也可以看成是数字逻辑电路中 3 位移位寄存器的状态转换图。

在上图中寻找到一条欧拉回路：110 → 100 → 000 → 000 → 001 → 011 → 111 → 111 →
110 → 101 → 010 → 100 → 001 → 010 → 101 → 011 → 110。

依次选取这条欧拉回路所经过的每个节点（终点除外）的最后一位，则可得到一个满足要
求的 0-1 赋值为 0000111101001011。
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