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期中考试

1. (10’)设 X1, · · · , Xn(n > 6)是来自指数分布 p(x, λ) = λe−λxI(x ⩾ 0)的样本，其中 λ > 0。用
X(i) 表示样本的第 i 个次序统计量。求解：

(a) λ 的充分统计量 T；

解 :
样本联合密度为

p(x1, x2, · · · ;λ) = λne−nx̄λI(x(1) ⩾ 0)

由由因子分解定理知，T = x̄ 为 λ 的充分统计量。

(b) Cov(X(3), X(6))。

解 :
设 Y = λX，则 Y1, Y2, · · · , Yn 为来自 Exp(1) 的样本，所以 Cov(X(3), X(6)) =

1
λ2 Cov(Y(3), Y(6))，下面只需求三个量：E(Y(3)Y(6)), E(Y(3)), E(Y(6))。

∵ p3(u) =
n!

2!(n− 3)!
F 2(u)[1− F (u)]n−3p(u)

=
n!

2!(n− 3)!
(1− e−u)2e−(n−2)uI(u ⩾ 0)

∴ E(Y(3)) =

∫ +∞

0

up3(u)du =

∫ +∞

0

n!

2!(n− 3)!
u(1− e−u)2e−(n−2)udu

=
n4 − 3n2 + 6n− 2

n(n− 1)(n− 2)

同理算出 E(Y(6)) 与 E(Y(3)Y(6)) 后可计算出

Cov(X(3), X(6)) =
1

λ2
Cov(Y(3), Y6) =

1

λ2

[
E(Y(3)Y(6))− E(Y(3))E(Y(6))

]

2. (15’) 设 Xi, i = 1, 2, 3 独立且都分别服从 N(i, i2)，利用 Xi 构造下面分布的统计量：

(a) 自由度为 3 的 χ2 分布；

(
X1 − 1

1

)2

+

(
X2 − 2

2

)2

+

(
X3 − 3

3

)2

= χ2(3)

(b) 自由度为 2 的 t 分布；
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(X1 − 1)
√
2√(

X2−2
2

)2
+
(
X3−3

3

)2 ∼ t(2)

(c) 自由度为 1, 2 的 F 分布。

(
X1−1

1

)2(
X2−2

2

)2
+
(
X3−3

3

)2 ∼ F (1, 2)

3. (10’) 设 X1, · · · , Xn 是来自均值为 µ，方差为 σ2 的总体的简单样本。

(a) 证明：如果
∑n

i=1 ai = 1，则估计量
∑n

i=1 aiXi 是 µ 的一个无偏估计量；

证明 :

E

(
n∑

i=1

aiXi

)
=

n∑
i=1

ai(EXi) =

(
n∑

i=1

ai

)
µ = 1 · µ = µ

所以估计量
∑n

i=1 aiXi 是 µ 的一个无偏估计量。

(b) 在所有这类形式的估计量中求一个最小方差者，并计算其方差。

解 :

Var
(

n∑
i=1

aiXi

)
=

(
n∑

i=1

a2i

)
σ2 =

(
n∑

i=1

a2i ·
n∑

i=1

12

)
σ2 1

n
⩾
(

n∑
i=1

ai

)2

σ2

所以当
∑n

i=1 ai = 1 时方差最小，为 σ2。

4. (15’) 设简单样本 X1, · · · , Xn ∼ F。对给定常数 x0，令 Fn(x0) =
1
n

∑n
i=1 I(Xi ⩽ x0)。回答以

下问题：

(a) 证明 Fn(x0) 是 F (x0) 的无偏估计；

证明 :

∵
n∑

i=1

I(xi ⩽ x0)为n重伯努利的独立和形式

∴ E

(
n∑

i=1

I(xi ⩽ x0)

)
= nE(I(x1 ⩽ x0)) = nF (x0)
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(b) 证明 Fn(x0) 是 F (x0) 的相合估计；

证明 :

由于 E(Fn(x0)) = F (x0), Var(Fn(x0)) = 1
n
Fn(x0)(1 · F (x0)) → 0 (n → ∞)，因此

Fn(x0) 是 F (x0) 的相合估计。

(c) 证明 Fn(x0) 的渐近正态性。

证明 :

∵ Fn(x0)为独立和

∴由中心极限定理知
√
n(Fn(x0)− F (x0))

L−→ N(0, F (x0)(1− F (x0)))

5. (15’) 设随机变量 Y1, · · · , Yn 满足

Yi = xiβ + εi, i = 1, · · · , n,

其中 x1, · · · , xn 是固定常数，ε1, · · · , εn 独立同分布于 N(0, σ2)，其中 σ2 未知。回答以下问
题：

(a) 求关于 (β, σ2) 的一个 2 维充分统计量。

解 :

由于 Y1, Y2, · · · , Yn 的联合密度函数为 Y1 ∼ N(xiβ, α
2)，

L =
n∏

i=1

1√
2πσ

e−
1

2σ2 (Yi−xiβ)
2

=

(
1√
2πσ

)n

exp
{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(Yi − xiβ)
2

}

=

(
1√
2πσ

)n

· e−
1

2σ2

∑n
i=1 Y 2

i · e
1

2σ2

∑n
i=1 2xiYiβe−

1
2σ2

∑n
i=1 x2

iβ
2

设 T1 =
∑n

i=1 Y
2
i , T2 =

∑n
i=1 xiYi，有因子分解定理知 (T1, T2) 为 (β, α2) 的二维充分统

计量。

(b) 求 β 的 MLE 并证明它是 β 的一个无偏估计；

令 dL
dβ = 0，得 − 1

σ2

∑n
i=1(Yi − xiβ)xi = 0 =⇒ β̂ML =

∑n
i=1 Yixi∑x
i=1 x2

i
= Y x

x2
。
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E
(
β̂ML

)
= E

(
1∑n

i=1 x
2
i

n∑
i=1

xiYi

)
=

1∑n
i=1 x

2
i

n∑
i=1

E(xiYi) =
1∑n

i=1 x
2
i

n∑
i=1

xi(EYi)

=
1∑n

i=1 x
2
i

n∑
i=1

xi(xiβ) = β

(c) 求 β 的 MLE 的分布。

解 :

β̂ML =

∑n
i=1 xiYi∑n
i=1 x

2
i

6. (15’) 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自 N(µ, 1) 的简单随机样本，其中 µ 未知。用 X̄ 表示样本均值。
令 p = P (X1 ⩾ 0)，回答以下问题：

(a) 求 p 的极大似然估计 p̂；

解 :

因为 µ 的 MLE 为 x̄，而 p = P (X1 ⩾ 0) = P
(
x1−µ

1
⩾ −µ

)
= 1 − Φ(−µ) = Φ(µ)，

所以由 MLE 的不变性知 P̂MLE = Φ(x̄)

(b) 求
√
n(p̂− p) 的极限分布；

解 :

因为 µ̂ = x̄ ∼ N(µ, 1
n
)，设 g(x) = Φ(x)，由 Delta 方法知

√
n (p̂− p) =

√
n (Φ(x̄)− Φ(µ)) =

L−→ N(0, ϕ2(µ)
1

n
)

其中 ϕ 为标准正态分布的概率密度函数。

(c) 求 p 的 UMVUE。

解 :

Φ
(√

n
n−1

· x̄
)
为 p 的 UMVME。

7. (10’) 已知总体密度为 p(x; θ) = θ2xθ2−1(θ > 0, 0 < x < 1)。若有容量为 n 的样本，求参数 θ

无偏估计的 C-R 下界。
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解 :

∵ ln p = 2 ln θ + (θ2 − 1) lnx

∂ ln p

∂θ
=

2

θ
+ 2θ lnx

∂2 ln p

∂θ2
= − 2

θ2
+ 2 lnx

∴ I(θ) = −E

(
∂2 ln p

∂θ2

)
=

2

θ2
− 2E(lnx)

=
2

θ2
− 2

∫ 1

0

lnx · θ2xθ2−1dx =
2

θ2
+

2

θ2
=

4

θ2

∴ C-R 下界为 1

nI(θ)
=

θ2

4n

8. 设 X1, · · · , Xn 是来自泊松分布 Poisson(λ)（其中 λ > 0）的一个样本。参数 λ 的先验分布是
ϕ(λ) = e−λ（其中 λ > 0），求 λ 的后验密度和贝叶斯估计。

解 :

后验分布为

h(θ|X1, · · · , Xn) = c
n∏

i=1

f(xi|λ) · π(λ)

=
λX1+X2+···+Xn

x1!x2! · · ·Xn!
e−nλe−λ

= cλ
∑n

i=1 xie−(n+1)λ ∼ Ga
(

n∑
i=1

xi + 1, n+ 1

)

后验均值为贝叶斯估计 λ̂ =

∑n
i=1 xi + 1

n+ 1
。

附加题

1. (10’)设 X1, · · ·Xn, Xn+1 是来自 N(µ, σ2)的样本，记 X̄n = 1
n

∑n
i=1 Xi, S

2
n = 1

n−1

∑n
i=1(Xi−

X̄n)
2。求解：

(a) 常数 a 和 b 使得 T = (aXn+1 + bX̄n)/Sn 服从 t 分布，并指出 t 分布的自由度；

解 :
若 T = (aXn+1 + bX̄n)/Sn 服从 t 分布，则因为 Xn+1, X̄n 都与 Sn 独立，所以

ET = 0 =⇒ aE(Xn+1) + b(X̄n) = 0

=⇒ aµ+ bµ = 0 =⇒ a = −b
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又因为
(X̄n −Xn+1)√

n+1
n

σ
=

X̄n − µ− (Xn+1 − µ)√
n+1
n

σ
∼ N(0, 1)，

(n− 1)S2
n

σ2
∼ χ2(n− 1)，所以

T =
(X̄n −Xn+1)√

n+1
n

σ

/√
(n− 1)S2

n

σ2(n− 1)
∼ t(n− 1)

整理得
√

n

n+ 1
(X̄n −Xn+1)/Sn ∼ t(n− 1)

即 a = ±
√

n
n+1

, b = ∓
√

n
n+1
，自由度为 n− 1。

(b) 计算 E(S3
n)。

解 :

∵ X =
(n− 1)S2

n

σ2
∼ χ2(n− 1)

∴ X的密度函数为p(x) =

(
1
2

)n−1
2

Γ
(
n−1
2

)xn
2 −1e−

x
2 (x > 0)

取 y =
√
x，则 Y =

√
X 的密度函数为

g(y) = p(x)
dx
dy = p(x) · 2y = p(y2) · 2y =

(
1
2

)n−1
2

Γ
(
n−1
2

) · 2yn−2 · y · e−
y2

2

E(Y 3) =

∫ +∞

0

y3g(y)dy =

∫ +∞

0

2
(
1
2

)n−1
2

Γ
(
n−1
2

) yn+1 · e−
y2

2 dy

=
2

n+1
2

Γ
(
n−1
2

) ∫ +∞

0

yn+1e−
y2

2 dy =


2

n+1
2

Γ(n−1
2 )

(2k − 1)!!, n = 2k − 1

2
n+1
2

Γ(n−1
2 )

(2k)!!, n = 2k

由

√
(n− 1)S2

n

σ2
= Y =⇒ ES3

n =

(
σ√
n− 1

)3

· E(Y 3) 代入即得。

注：正常题总分为 100 分，附加题总分为 10 分。总评分为两者之和，但总评分不超过 100 分。
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